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คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า จ านวนเชิงซ้อน 

บทที่ 1 

จ ำนวนเชิงซ้อน 
 

1.1 บทน ำ  

 เนื้อหาในบทนี้จะอธิบายเกี่ยวกับ จ านวนเชิงซ้อน (Complex Number) ซึ่งเป็นแนวคิดทาง

คณิตศาสตร์ที่มีบทบาทส าคัญอย่างมากในการวิเคราะห์วงจรไฟฟ้า โดยเฉพาะวงจรไฟฟ้ากระแสสลับ 

(AC Circuit) เนื่องจากช่วยให้สามารถค านวณค่าต่าง ๆ เช่น แรงดัน กระแส และอิมพีแดนซ์ ที่มีทั้ง

ขนาด และมุมเฟสได้อย่างแม่นย ามากขึ้น จ านวนเชิงซ้อนสามารถเขียนแทนได้เป็น 2 รูปแบบหลัก 

ได้แก่ 

• ระบบพิกัดฉาก หรือ เรกแทงกูลาร์ฟอร์ม (Rectangular Form) เป็นการเขียนจ านวน

เชิงซ้อนในรูปของส่วนจริง (Real part) และส่วนจินตภาพ ( Imaginary part) ซึ ่งเหมาะ

ส าหรับการน าไปใช้ในการบวกและลบ 

• ระบบเชิงขั้ว หรือ โพลาร์ฟอร์ม (Polar Form) เป็นการเขียนจ านวนเชิงซ้อนในรูปของขนาด 

(Magnitude) และมุมเฟส (Angle) ซึ่งเหมาะส าหรับการน าไปใช้ในการคูณ และการหาร 

ทั้งสองรูปแบบนี้สามารถแปลงกลับไปมาระหว่างกันได้ ขึ้นอยู่กับความสะดวกในการน าไปใช้

ค านวณในแต่ละสถานการณ์ นอกจากนี้ ในบทนี้ยังจะอธิบายถึงหลักการ และวิธีการค านวณจ านวน

เชิงซ้อนทั้งสองรูปแบบอย่างละเอียด ครอบคลุมการด าเนินการทางคณิตศาสตร์พื้นฐาน 4 ประการ 

ได้แก่ การบวก การลบ การคูณ และการหาร เพื่อให้ผู้ เรียนสามารถน าความรู้ไปประยุกต์ใช้ในการ

วิเคราะห์วงจรไฟฟ้าได้อย่างถูกต้อง และมีประสิทธิภาพต่อไป 

 

1.2 องค์ประกอบของจ ำนวนเชิงซ้อน 

 1.2.1 ระบบพิกัดฉำก (Rectangular form) 

  สมการจ านวนเชิงซ้อนที่เขียนในรูปแบบระบบแบบพิกัดฉากหรือเรกแทงกูลาร์ฟอร์ม 

(Rectangular form) หรือระบบพิกัดฉาก แสดงได้ในสมการที่ (1.1) ที่ประกอบด้วยส่วนจ านวนจริงที่

อยู่ในระนาบของแกนนอน และส่วนจินตภาพที่อยู่ในระนาบของแกนตั้ง 
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   jyx +=z      (1.1) 

จากสมการที่ (1.1) เมื่อ 1−=j  

   X คือ ส่วนจ านวนจริง (Real part) 

   Y คือ ส่วนจินตภาพ (Imaginary part) 

 

และสามารถเขียนส่วนของจ านวนจริงและจ านวนจินตภาพได้ดังสมการที่ (1.2) 

  Re( )
Im( )

x z
y z
=
=

       (1.2) 

 จากสมการที่ (1.1) และ (1.2) สามารถแสดงส่วนประกอบต่าง ๆ ได้ดังรูปที่ 1.1 

 

x

Im

z

Re
0


Imaginary Part

Real Part

r

jy

 
รปูท่ี 1.1 กราฟจ านวนเชิงซ้อน 

 
1.2.2 ระบบพิกัดเชิงขั้ว (Polar form) 

  สมการจ านวนเชิงซ้อนที่เขียนในรูปแบบของระบบพิกัดเชิงขั้วหรือโพลาร์ฟอร์มที่

ประกอบด้วยขนาด และมุมแสดงได้ในสมการที่ (1.3) สามารถดูองค์ประกอบได้ดังรูปที่ 1.1 

 

  z z r =  =        (1.3) 

 

เมื่อ r คือ ขนาด 

          คือ มุม 

เมื่อค่าขนาด r และ  หาได้ดังสมการที่ (1.4) 
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2 2

1tan
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      (1.4) 

 

 หรือสามารถหาค่าxและy ในรูปแบบตรีโกณมิติดังสมการที่ (1.5) 

  cos
cos

r r
x r




=
=

       (1.5) 

 

 1.2.3 ปริมำณของระบบพิกัดฉำกและระบบเชิงข้ัว 

  จากหัวข้อที่ 1.1.1 และ 1.1.2  สามารถเขียนในรูปของจ านวนเชิงซ้อน (Complex 

number) ได้สองแบบดังนี้ 

   z
x jy
r 
+

=


 

 และสามารถเขียนสมการของจ านวนเชิงซ้อนได้สี่จตุภาค (Four quadrants) ดังรูปที่ 1.2 
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รูปที่ 1.2  แสดงส่วนของจ านวนจริงกับส่วนจินตภาพ 
 

จากรูปที่ 1.2 สามารถเขียนสมการของทั้ง 4 จตุภาค (Quadrant) ได้ดังนี้ ในจตุภาคที่ 1 แสดงได้ดัง

สมการที่ (1.6) 
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ในจตุภาคท่ี 2 แสดงได้ดังสมการที่ (1.7) 
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1tan180     (1.7) 

ในจตุภาคท่ี 3 แสดงได้ดังสมการที่ (1.8) 
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ในจตุภาคท่ี 4 แสดงได้ดังสมการที่ (1.9) 













−
−=

−=

x
y

jyxz
1tan360     (1.9) 

นอกจากนั้นสมการในรูปของจ านวนเชิงซ้อนยังสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของฟังก์ชันเอกซ์โพเนลเชี่ยล

(Exponential form) ซึ่งสามารถแสดงได้ดังสมการที่ (1.10) 

   jrez =       (1.10) 

จากสมการที่ (1.10) จะคล้ายกับสมการในรูปแบบของโพลาร์เพราะแสดงทั้งขนาด r และมุม   

ดังนั้นสามารถสรุปองค์ประกอบของจ านวนเชิงซ้อนได้ดังตารางที่ 1.1 

ตำรำงท่ี 1.1 ความสัมพันธ์ของจ านวนเชิงซ้อน 

Rectangular form )sin,cos(,  ryrxjyxz ==+−=  

Polar Form ( )( )x
yyxrrz 1,22 tan, −+ ===   

Exponential form ( )( )x
yyxrrez j 1,22 tan, −+ === 

  
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 ตัวอย่ำงที่ 1.1 จากรูปที่ 1.3 จงหาค่าในรูปเชิงขั้ว (Polar form) และรูปเอกซ์โพเนนเชียล 

(Exponential form) 

 
 

รูปที่ 1.3  ขนาด และปริมาณจ านวนเชิงซ้อน 

(a)  z1= 6 + j8 
(b)  z2= 6 - j8 
(c)  z3= -6 + j8 
(d)  z4= -6 - j8 

 
วิธีท ำ  

(a) ต าแหน่งของส่วนจริง และจินตภาพจะอยู่ในจตุภาคที่ 1 ส าหรับ z1 = 6 + j8 

จากสมการที่ (1.4) 

   22 yxr +=   

ต าแหน่งของ z1 อยู่ในจตุภาคท่ี 1 และค่ามุมสามารถหาได้จากสมการที่ (1.4) 

( )x
y1tan −

=  

เมื่อแทนค่า x= 6 และy =8  ลงในสมการที่ (1.4) จะได้ 

1086 22
1

== +r  

( ) 13.536
81

1
tan ==

−
  

ตอบ  13.5310
1

=z  ในรูปของ Polar form และ 
13.5310

1
jez =  ในรูปของ Exponential 

form 
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(b) ต าแหน่งของส่วนจริง และจินตภาพจะอยู่ในจตุภาคท่ี 4 ส าหรับ z2 = 6 - j8 

จากสมการที ่(1.2) 

22 yxr +=  

เมื่อแทนค่า x = 6 และ y = -8 ลงในสมการที่ (1.2) จะได้ 

ต าแหน่งของ z2 อยู่ในจตุภาคท่ี 4 และค่ามุมสามารถหาได้จากสมการที่ (1.9) 

( )x
y1tan360 −

−=


  

1086 22
2

== +r  

( )  87.3066
8360 1

1
tan ==

−
−  

ตอบ 87.30610
2

=z  ในรูปของ Polar form และ 
87.30610

1
jez = ในรูปของ Exponential 

form 

(c) ต าแหน่งของส่วนจริง และจินตภาพจะอยู่ในจตุภาคท่ี 2 

ส าหรับ z3 = -6 + j8 

จากสมการที่ (11.2) 

22 yxr +=  

เมื่อแทนค่า x = -6 และ y = 8 ลงในสมการที่ (1.2) จะได้ 

ต าแหน่งของ z3 อยู่ใน จตุภาคท่ี 2 และค่ามุมสามารถหาได้จากสมการที่ (1.7) 

( )x
y1tan180 −

−=


  

108)6( 22
3

== +−r  

( )  87.1266
8180 1

3
tan ==

−
−  

ตอบ 87.12610
3

=z  ในรูปของ Polar form และ 
87.12610

3
jez =  ในรูปของ Exponential  

             form 

(d) ต าแหน่งของส่วนจริง และจินตภาพจะอยู่ในจตุภาคท่ี 3 

ส าหรับ z4= -6 -j8 

จากสมการที่ (11.2) 
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22 yxr +=  

เมื่อแทนค่า x = -6 และ y = -8 ลงในสมการที่ (11.2) จะได้ 

ต าแหน่งของ z4 อยู่ในจตุภาคท่ี 3 และค่ามุมสามารถหาได้จากสมการที่ (1.8) 

( )x
y1tan180 −

+=


  

10)8()6( 22
4

== −+−r  

( )  13.2336
8180 1

4
tan ==

−
+  

ตอบ 13.23310
4

=z  ในรูปของ Polar form และ
13.23310

4
jez =  ในรูปของ Exponential 

form 
 
ตัวอย่ำงที่ 1.2 จงแปลงค่าจ านวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั้ว และรูปเอกซ์โพเนนเชียล  

 (a) 6012
1

−=z  

 (b) 28560
1

= −z  

วิธีท ำ  

(a) จากสมการที่ (1.1) 

   )sin,cos(,  ryrxjyxz ==+=  

 สามารถหาค่า x1 และ y1 เมื่อแทนค่า r1 และ 60
1

−=  ลงในสมการที่ (1.1) จะได้ 

   
111

cosrx =  

   66012 )(cos
1

=−=
x  

 และ 

111
sinry =  

   39.106012 )(sin
1

−=−=
y  

 ดังนั้นจะได้ 

   
111
jyxz +=  

 ตอบ  39.106
1

jz −=  
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(b) จากสมการที่ (1.1) 

   )sin,cos(,  ryrxjyxz ==+=  

 สามารถหาค่า x2 และ y2 เมื่อแทนค่า  50
2

−=r  และ 285
2
=  ลงในสมการที่ (1.1) 

จะได้ 

   
222

cosrx =  

   94.1228550 )(cos
2

−=−=
x  

 และ 

2sin
22

ry =  

   3.4828512 )(sin
2

==
y  

 ดังนั้นจะได้ 

   
222

jyxz +=  

 ตอบ  3.4894.12
2

jz +−=  

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.3 จงแปลงค่าจ านวนเชิงซ้อนในรูปของเชิงขั้ว และรูปเอกซ์โพเนนเชียล 

 (a)


10
1

8 jez =  

 (b) 3/20
2

jez −
=  

วิธีท ำ    

(a) จากสมการที่ (1.1) และ (1.5) 

   )sin,cos(,  ryrxjyxz ==+=  

 สามารถหาค่า x1และ y1 เมื่อแทนค่า 8
1
=r  และ 10

1
=  ลงในสมการที่ (1.1) จะได้  

 

  ได้ 
11111

sincos  jrrz +=  

 

                 ตอบ       
11111

sincos  jrrz +=  
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1.3 กำรบวก และกำรลบจ ำนวนเชิงซ้อน  

จ านวนเชิงซ้อนสามารถบวก หรอืลบได้ทั้งส่วนของจ านวนจริง และส่วนของจ านวนจินตภาพ 

ยกตัวอย่างเช่น ก าหนดให้ Z1 = a + jb และ Z2 = c + jb ดังนั้นถ้าเอา Z1 + Z2 สามารถแสดง 

การบวกของจ านวนเชิงซ้อนได้ดังสมการที่ (1.11) 

   Z1 + Z2= (a + jb) + (c + jb) 

   = (a + c)+ j (b + d)     (1.11) 

และ การลบสามารถแสดงได้ดังสมการที่ (1.12) 

Z1 - Z2= (a + jb)- (c + jb) 

   = (a - c)+ j (b–d)     (1.12) 

ตัวอย่ำงท่ี 1.4 ก าหนดให้  Z1 = 2 + j4 และ Z1 = 3–j จงหาค่าต่อไปนี้ 

            a) Z1 + Z2 

            b) Z1 - Z2 

             c) Z2 - Z1 

            d) จงเขียนเฟสเซอร์ไดอะแกรมของ Z1 + Z2 , Z1 - Z2 , Z2-Z1 

วิธีท ำ 

a)  

Z1 + Z2= (2 + j4) + (3 + j) 

    = (2 + 3) + j (4 - 1)  

       ตอบ        Z1 + Z2 = 5 + j3 

b)  

Z1 + Z2= (2 + j4) - (3 - j) 

              = (2 - 3) + j (4 (- 1))  

        ตอบ        Z1 + Z2 = -1 + j5 

c)  

Z2 + Z1= (3 - j) - (2 + j4) 

    = (3 - 2)-  j (-1-4)  

       ตอบ        Z1 + Z2 = 1 - j5 
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d) แสดงเฟสเซอร์ไดอะแกรม 

 
รูปที่ 1.4 ส าหรับการค านวณของตัวอย่างที่ 1.4 

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.5  จงหาผลบวกของ 2/1)30205040( 
−+  

วิธีท ำ ใช้การแปลง Rectangular 

 )50sin50(cos405040  j+=  

         เมื่อ 
  64.307.25 j+=  

))30sin()30((cos203020 
−+−= j  

1032.17 j+=  

เมื่อท าการรวมเทอมจะได้ 

                63.2572.4730205040 =−+  

เมื่อท าการใส่รูท 

             ตอบ              (40 50 20 30 ) 6.91 12.81 + − =   

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.6 จงหาผลลัพธ์ของ Z1 + Z2 - Z3  เมื่อ  1204,455,302
221

===   

วิธีท ำ ใช้ในการแปลง Rectangular 

 )30sin30(cos2302
1

 j+==  

เมื่อ 
  0.1732.1 j+=  
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))45(sin)45((cos5455
2


−+−== j  

536.3536.3 j−=  

)120sin120(cos41204
3

 j+==  

464.300.2 j+−=  

ดังนั้น 

 Z1 + Z2 - Z3 = (1.732 + j1.00) + (3.536 - j3.536) – (-2.00 + j3.464) 

        = 7.268 + j6.000 

หรือ เขียนในรูปของ Polar form จะได้ 

 = -12 2 6.000(7.268) (6.000) tan
7.268

 
   

+   
    

 

−  

ตอบ Z1 + Z2 - Z3  
54.39425.9 =  

 

1.4 กำรคูณ และกำรหำรจ ำนวนเชิงซ้อน 

 1.4.1 กำรคูณจ ำนวนเชิงซ้อน (Multiplication of complex numbers) 

  การคูณจ านวนของซ้อนสามารถคูณอยู่ในรูปของระบบพิกัดฉาก (Rectangular 

form) ได้โดยจ านวนจริง (Real part) สามารถคูณกับจ านวนเชิงซ้อน ( Imaginary part) แสดงดัง

สมการที่ (1.13) 

 






+++

++

++−

=

=

=

)
)()(

)()(
2

21
bdjjbajabac

jdajba

bcadbdac
    (1.13) 

เมื่อ j2 = -1 

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.7 จงหาค่าของผลคูณ Z1xZ2 เมื่อก าหนดให้ Z1 = 3 + j2 และ Z2 = 4 + j5 

วิธีท ำ จากโจทย์ เมื่อ  a = 3,  b = 2, c = 4, d = -5 

จากสมการที่ (1.13) 

  Z1xZ2 = (ac - bd) + j (ad + bc) 

ดังนั้นเมื่อแทนค่าในสมการที่ (1.13) จะได้ 

  Z1xZ2 = (3 + j2) x (4 + j5) 

   = 12 -  j5 + j8 - j210 
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   = (12 – (-10)) + j (-15 + 8) 

ตอบ   Z1xZ2 =  22 – j7 

 

 การคูณจ านวนของซ้อนสามารถคูณอยู่ในรูปของระบบพิกัดเชิงขั้ว (Polar form) โดยขนาด

คูณกับขนาด และมุมน ามารวมกันดังสมการที่ (1.14) 

  
( )

( )( )










=

=

2211

2121

21 



    (1.14) 

 

ตัวอย่ำงที่ 1.8 จงหาค่าของผลคูณ 
21

   เมื่อ  ก าหนดให้  31.5661.3
1

=  และ  

                  04.5983.5
2

=  

  วิธีท ำ จากโจทย์ เมื่อ  04.5983.531.5661.3
21 , ==   

      ดังนั้น 
21

  จะได้ 

  )04.5931.56()83.5(.)61.3(
21


+=  

      ตอบ  35.115032.21
21

=   

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.9 จงหาผลลัพธ์ของการคูณ 

               (a) 
21

  เมื่อก าหนดให้   604258
21

, ==   

               (b) 
321

  เมื่อก าหนดให้   802445163
321

,, =−==   

   วิธีท ำ 

 (a)   8532)6025()48(
21

== +  

                   ตอบ       
21

  = 32∠850 

(b)  ( )  523060)44(16)253(
321

=+−+=   

     ตอบ   5230
321

=   

 

 1.4.2 กำรหำรจ ำนวนเชิงซ้อน  

  1) การหารจ านวนเชิงซ้อนส าหรับระบบพิกัดฉาก (Division of complex number 

for the rectangular form) การหารจ านวนเชิงซ้อนสามารถท าได้โดยการคูณค่าคอนจูเกตทั้งเศษ
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(Numerator) และส่วน (Denominator) การคอนจูเกต (Conjugate) สามารถท าได้โดยการเปลี่ยน

เครื่องหมายหน้าจ านวนจินตภาพให้เป็นลบซึ่งสามารถแสดงได้ดังนี้ เช่น Z = a + jb เมื่อท าการคอน

จูเกตแล้วจะได้ Z* = a - jb ดังนั้นการหารจ านวนเชิงซ้อน สามารถแสดงได้ดังสมการที่ (1.15) 

   jdc
jba

+

+

=




2

1  

jdc

jdc

jdc

jba

−

−
=





+

+

2

1       (1.15) 

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.10 จงหาค่าของผลหาร Z1/Z2เมื่อ Z1= 2 – j5  และ Z2= 3 + j4   

      วิธีท ำ จากสมการที่ (1.15) 

   
jdc

jdc

jdc

jba

−

−
=





+

+

2

1  

เมื่อแทนค่า Z1 กับ Z2ในสมการที่ (1.15) จะได้ 

   
43

43

43

52

2

1

j

j

j

j

−

−


−
=





+
 

   22

2

43

201586

+

+−−
=

jjj
 

   
25

2314 j−−
=  

   
25

23

25

14

2

1 j−
−

=



 

หรือ 

ตอบ    92.056.0
2

1 j−−=



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ตัวอย่ำงท่ี 1.11 จงหาค่าของ 
21

21





+

เมื่อ  Z1= 1 - j3 และ Z2= 2 + j5   

วิธีท ำ 

   
)52()31(

)52)(31(

21

21

jj

jj

+−−

+−

+

−
=





+
 

    
21

1113

j

j

+−

−
=  

    
21

21

21

1113

j

j

j

j

−−

−−


+−

−
=  

    22

2

21

22112613

+

−−−
=

jjj
 

    
5

379 j−
=  

    
5

379 j−
=  

    
5

37
5

9
j−=  

ตอบ   4.78.1
21

21 j−=








 

 

 2) การหารจ านวนเชิงซ้อนส าหรับระบบเชิงขั้ว (Division of complex number for Polar 

form) การหารจ านวนเชิงซ้อน สามารถหาได้ดังสมการ (1.16) 

  ( )21
2

1

22

11

2

1





−












==    (1.16) 

 



15 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า จ านวนเชิงซ้อน 

ตัวอย่ำงท่ี 1.12 จงหาค่าของ 
1

1




 เมื่อ  453.28

1
= และ  12530

2
−=  

วิธีท า 

 เมื่อแทนค่า 

 ( )( )




12545943.0
12530
453.28

1

1
−−

−






==  

 170943.0
2

1





=  

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.13 ก าหนดให้ 12030,2020
21

=+= j และ 010
2

j+=  

 a) จงหาค่า 
3

21
.




 

 b) จงหาค่า 
1

32
.




 

 c) จงเขียนเฟสเซอร์ไดอะแกรมของ 
3

21
.




 แล 
1

32
.




 

วิธีท ำ 

 a) จงหาค่า  
3

21
.




 

   เปลี่ยน  Z1กับ  Z3  ให้อยู่ในรูปของ Polar form 

 453.282020
1

=+= j  

 และ 

 0101010
1

=+= j  

 ดังนั้นจะได้ 
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( )( )







759.84
010

12030453.28

3

21
.

−







==  

  ตอบ      759.84
3

21
.

−=


  

 b)  เมื่อหาค่า  
1

32
.




 

 ( ) ( )
( )

( )2 3

1

30 120 10 0
10.6 165

28.3 45

. −  
= =  −

 

 

      ตอบ  




−=




1656.10

1

32
.  

c) จงเขียนเฟสเซอร์ไดอะแกรมของ  
3

21
.




และ  
1

32
.




 

 
รูปที ่1.5 เฟสเซอร์ไดอะแกรม 

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.14 จงหาผลคูณจ านวนเชิงซ้อนของ 
1 2
/   เมื่อ  

1 2
16 75 , 16 15 =   =   

วิธีท ำ 

            ( ) 1575
2

16

2

1
−




=  

          ตอบ                 
2

1




608=  

10.6 165

84.9 75
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ตัวอย่ำงท่ี 1.15 จงหาผลคูณจ านวนเชิงซ้อนของ ( ) ( ).1 2 3 4/+     

เมื่อ 
1 2 3

10 30 , 3 4, 2 4j j− + + =   =  =  และ 53
4

j−=  

วิธีท ำ 

  ( )
( )

( )

( ) ( )

1 2

3 4

10 30 3 4

**
2 4 3 5.

j

j j

+  − + −
=

  + −

 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

10 30 3 4 8.66 3 4

* *
2 4 3 2 4 3

5

5 5

j j j

j j j j

− + − − + −
=

+ − + +

 

   
2214

966.11

j

j

+−

−
=  

   




47.12208.26

66.3773.14



−
=  

   ตอบ ( ) ( ).1 2 3 4/+   
31.160565.0 −=  

 

1.5 กำรประยุกต์จ ำนวนเชิงซ้อนในวงจรไฟฟ้ำ 

ทฤษฎีจ  านวนเชิงซ้อนสามารถน ามาประยุกต์ใช้ในการวิเคราะห์วงจรไฟฟ้าได้  โดย

องค์ประกอบของตัวแปรไฟฟ้าที่ประกอบด้วย ความต้านทาน (R) ความเหนี่ยวน า (L) และ  ความเก็บ

ประจุ (C) 

 1.5.1 วงจรไฟฟ้ำอนุกรม RL 

  วงจรไฟฟ้าอนุกรม RL  แสดงดังรูปที ่ 1.6  ที่ประกอบด้วยตัวต้านทาน (R) ต่อ

อนุกรมกับตัวเหนี่ยวน า (L) และแหล่งจ่ายไฟฟ้ากระแสสลับ (V) 

 
รูปที่ 1.6 วงจรไฟฟ้าอนุกรม RL 

RI

V
L L



18 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า จ านวนเชิงซ้อน 

จากวงจรไฟฟ้าอนุกรม RL สามารถเขียนเฟสเซอร์ไดอะแกรมเพื่อหาค่าอิมพีแดนซ์ Z รวมได้ดังรูปที่ 

1.7 โดยค่ารีแอคแตนซ์ของตัวเหนี่ยวน าจะน าหน้าตัวต้านทานเป็นมุม 90๐ โดยค่าอิมพีแดนซ์รวม

สามารถแสดงได้ในแบบ Rectangular form และ Polar form ดังสมการที่ (1.17) 

 

 
รูปที่ 1.7  เฟสเซอร์ไดอะแกรมของวงจรอนุกรม R 

 

LR
= +        (1.17) 

เมื่อค่าอิมพีแดนซ์ของตัวต้านทาน ZR และอิมพีแดนซ์ของตัวเหนี่ยวน า ZL แสดงในสมการที่ (1.18) 

และ (1.19) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบ Rectangular form และ Polar form 

00 jRR
R

+==
       (1.18) 

LLL
jXX ==

09      (1.19) 

 

เมื่อค่า fLX
L

2=  

การเขียนสมการ Z ให้อยู่ในรูปของ Polar form แสดงดังสมการที่ (1.20) 

= ZZ        (1.20) 

เมื่อขนาด และมุมแสดงดังสมการที่ (1.21) 










+=



















= −

22

1tan

L

L

XZ

R

X

R



      (1.21) 

ความสัมพันธ์ของแรงดันที่แหล่งจ่าย และแรงดันตกคร่อมตัวต้านทาน  R ต่ออนุกรมกับตัวเหนี่ยวน า 

L สามารถแสดงในรูปของเฟสเซอร์ไดอะแกรมดังรูปที่ 1.8 

R

Z XL



19 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า จ านวนเชิงซ้อน 

 
รูปที่ 1.8 เฟสเซอร์ไดอะแกรมของแรงดัน 

 

การหาค่ากระแสที่ไหลในวงจรสามารถหาได้ดังสมการ (1.22) 

 
Z
V

I =                                                              (1.22) 

แรงดันตกคร่อมตัวต้านทานหาได้ดังสมการที่ (1.23) 

 RR IZV =                                                             (1.23) 

แรงดันตกคร่อมตัวเหนี่ยวน าหาได้ดังสมการที่ (1.24) 

 LL IZV =                                                              (1.24) 

 

ตัวอย่ำงที ่ 1.16 จากวงจรในรูปที่1.6 เมื่อก าหนดให้ตัวต้านทาน 3.5R =  ต่ออนุกรมกับตัว

เหนี่ยวน า L = 0.1H แรงดันที่แหล่งจ่าย 0220=V และใช้ไฟฟ้ากระแสสลับในระบบความถี่ f = 

50 Hz จงหาค่า ต่อไปนี้ 

 a) ค่าอิมพีแดนซ์รวม Z 

b) กระแสที่ไหลผ่านวงจร I 

c) แรงดันตกคร่อมตัวต้านทาน VR 

d) แรงคันตกคร่อมตัวเหนี่ยวน า VL 

c) เขียนเฟสเซอร์ไดอะแกรมของVR, VLและ V 

 

วิธีท ำ 

a) เมื่อหาค่า Z 

เมื่อค่ารีแอคแตนซ์ 

  ( )( ) === 4.311.05022  fLX L
 

IV

V VL

R
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ดังนั้นหาค่าขนาดของรีแอคแตนซ์ 

  ( ) =+= 6.314.315.3 22

LX  

และค านวณค่ามุม 

   64.83
5.3
4.31

tantan 11 === 














 −−

R
X L

  

  ตอบ Z = 3.5 + j31.4 

b) เมื่อหากระแสที่ไหลผ่านวงจรI 

   
Z
V

I =  

   




64.836.31

0220




=I  

  ตอบ A64.8396.6 
−=I  

c)  หาค่าแรงดันตกคร่อมตัวต้านทาน VR 

   VR = IZR 

   ( )6.96 83.64 3.5= −  

   ( )6.96 83.64 3.5= −  

   ตอบ         V64.8336.24 
−= RVR  

d) หาคา่แรงดันตกคร่อมตัวเหนี่ยวน า VL 

VL = IZL 

   ( ) ( ) 904.3164.8396.6 −=  

   ตอบ         VL V36.654.218 
=  

e)  เขียนเฟสเซอร์ไดอะแกรมของ VR , VL และ V 

 
รูปที่ 1.9 เฟสเซอร์ไดอะแกรมของแรงดัน VR, VL และ V 
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 1.5.2 วงจรไฟฟ้ำอนุกรม RC 

 การประยุกต์ใช้จ านวนเชิงซ้อนหาค่าทางไฟฟ้าของวงจรอนุกรม RC แสดงดังรูปที่ 1.10 

 
 

รูปที่ 1.10 วงจรอนุกรม RC 

จากรูปที่ 1.10 สามารถหาค่าอิมพีแดนซ์ Z ดังสมการที่ (1.25) 

Z = ZR + ZC       (1.25) 

เมื่อ ZC หาได้จากสมการที่ (1.26) 

 
fC

XjXZ CCC 2
1

และ ==      (1.26) 

ดังนั้นสามารถเขียนค่า Z ให้อยู่ในรูปของ Rectangular form จะได้ดังสมการที ่(1.27) 

CjXRZ +=       (1.27) 

และเขียนค่า Z ให้อยู่ในรูปของ Polar form จะได้ดังสมการที่ (1.28) 

= ZZ       (1.28) 

เมื่อขนาดและมุมสามารถหาใต้จากสมการที่ (1.29) 

( )



















−+=

−
=

−

22

1tan

C

C

XRZ

R
X



      (1.29) 

และสามารถเขียนเฟสเซอร์ไดอะแกรมของอิมพีแดนซ์ได้ดังรูปที่ 1.11 

 

RI

V
C C
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รูปที่ 1.11 ความสัมพันธ์ค่าอิมพีแดนซ์ของวงจรอนุกรน RC 

 

การหาค่าแรงดันในวงจรสามารณเสดงความสัมพัทธ์ได้ดังเฟสเซอร์ไดอะแกรมในรูปที่ 1.11 

แรงดันตกคร่อมตัวต้านทานหาได้จากสมการที ่(1.30) 

  RR IZV =       (1.30) 

แรงดันตกคร่อมตัวเก็บประจหุาไต้จากสมการที่ (1.31) 

          ( )
CCC XIIZV −==       (1.31) 

 

 
 

รูปที่ 1.12 แสดงเฟสเซอร์ไดอะแกรมแรงดัน 

 

ตัวอย่ำงที่ 1.17 จากวงจรในรูปที่ 1.10 เมื่อ ตัวต้านทาน = 10R ต่ออนุกรมกับตัวเหนี่ยวน า C = 

0.01F เมื่อแรงดันที่แหล่งจ่าย 0 100 = V เมื่อใช้ไฟฟ้ากระแสสลับในระบบความถี่ f= 50 Hzจงหา

ค่าต่อไปนี้ 

   a) ค่าอิมพีแดนซ์รวม Z 

  b) กระแสที่ไหลผ่านวงจร I 

  c)  แรงดันตกคร่อมตัวต้านทาน VR 

  d) แรงดันตกคร่อมตัวเก็บประจVุC 

  e) เขียนเฟสเซอร์ไดอะแกรมของ 

0 I
R

Z
-XC

0 I
V

V
-VC

R
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วิธีท ำ    a)  หาค่าอิมพีแดนซ์รวม Z 

Z = ZR+ZC 

เมื่อ ZR  =10ดังนั้นสามารถหาค่า 

  
( )( )

=== 32.0
01.0502

1
2

1
 fC

X C  

  32.0jjXZ CC ==  

ดังนั้นจะได้ด่าอิมพีแดนซ์รวม 

  32.010 jZ −=  

หรือสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของ Polar form จะได้ 

  
( )



















−+=

−
=

−

22

1tan

C

C

XRZ

R
X



 

  ( ) ( ) 1032.010 3222
=−+=−+= CXRZ  

  
7.17

10
2.3

tantan 11
−=

−
=

−
= 















 −−

R
X C

  

 ตอบ 7.1710 −=Z  

   b)   หาค่ากระแสที่ไหลผ่านวงจร I 

  A7.1710
7.1710

0100






−=
−


==

Z
V

I  

             ตอบ        A7.1710 −=I  

       c)   หาค่าแรงดันตกคร่อมตัวต้านทาน VR 

  ( )( ) V7.1710001007.1710  === RR IZV  

             ตอบ        V7.17100 =RV  

       d) หาค่าแรงดันตกคร่อมตัวต้านทาน VC 

  ( )( ) V3.722.39032.07.1710 
−=== CC IZV  

              ตอบ    V3.722.3 −=CV  
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เขียนเฟสเซอร์ไดอะแกรมของI, VR, VLและ V 

 
 

รูปที่ 1.13 แสดงเฟสเซอร์ไดอะแกรมแรงดัน 

 

 1.5.3 วงจรไฟฟ้ำแบบอนุกรม RLC 

 วงจรอนุกรม RLC แสดงดังเป็นที่ 1.14 ประกอบด้วยตัวต้านทาน(R) ตัวเหนี่ยวน า (L) และ 

ตัวเก็บประจ ุ(C) ที่ต่อในลักษณะอนุกรม และแหล่งจ่ายแรงดันไฟฟากระแสสลับ (V) 

 
 

รูปที่ 1.14 วงจรอนุกรมRLC 

 

จากรูปที่ 1.14 สามารถหาค่าอิมพีแดนซ์ในรูปของ Rectangular form ดังสมการที่ (1.32) และ

สามารถอิมพีแดนซ์ในรูปของ Polar form ดังสมการที่ (1.33) 

Rectangular form 

        Z = ZR+ZL + ZC 

Z =R + jXL–jXC        (1.32) 

Polar form 

 = ZZ         (1.33) 

ขนาดและมุมค่าอิมพีแดนซ์ของวงจรอนุกรม RLC สามารถหาได้ดังสมการที่ (1.34) 

VL

I
V

R L
C C
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( )



















−++=

−
=

−

222

1tan

CXXRZ

R
XX

L

CL


      (1.34) 

 

จากสมการอิมพีแดนซ์ที่อยู่ในรูปของ Rectangular form และ Polar form แสดงดังรูปที่ 1.15 

 

CjX−

LjX

Z

R

( )L Cj X X−

0



 
รูปที่ 1.15 เฟสเซอร์ไดอะแกรมของวงจรอนุกรม RLC 

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.18 จากวงจรในรูปที่ 1.14 เมื่อก าหนดให้ตัวต้านทาน = 10R ตัวเหนี่ยวน า L = 0.1 

H และ ตัวเก็บประจุ FC 150=  เมื่อแรงดันที่แหล่งจ่าย  0200 =V ใช้กับความถี่ f = 50 Hz 

a) จงหาค่าอิมพีแดนซ์รวมของวงจร Z 

b) จงหาค่ากระแส I 

c) หาค่าแรงตันตกคร่อมตัวต้านทาน VR 

d) หาค่าแรงตันตกคร่อมตัวเหนี่ยวน า VL 

e) หาค่าแรงดันตกคร่อมตัวเก็บประจุ VC 

วิธีท ำ 

a) หาค่า Z 

   10=RZ  

   ( ) ( ) 4.311.05022 jjfLjjXZ LL ====   

   
( )

2.21
10150502

1
2

1
6

jj
fC

jjXZ CC =


==−=
−


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   CLR ZZZZ ++=  

หรือ 

   ( ) 28.142.1010 22
=+=Z  

   56.45
10

2.214.31
tantan 11 −=

−
=

−
= 















 −−

R

XX CL
  

  ตอบ 56.4528.14 −=Z  

b) หาค่า I 

   
Z
V

I =  

   A56.454.15
56.4528.14

0220






=
−


=I  

                     ตอบ            A56.454.15 =I  

 

c)  หาค่าแรงดันตกคร่อมตัวต้านทาน VR 

   RR IZV =   

   ( )( ) V56.4515401056.454.15 
==RV  

                      ตอบ     V56.45154 =RV   

 

d)  หาค่าแรงดันตกคร่อมตัวเหนี่ยวน า VL 

  LL IZV =  

   ( )( ) V56.13556.483904.3156.454.15 
==LV  

                        ตอบ        V56.13556.483 =LV  

 

e)  หาค่าแรงดันตกคร่อมตัวเก็บประจุVC 

  CC IZV =  

   ( )( ) V44.4446.326902.2156.454.15 
−=−=CV  

                       ตอบ         V44.4446.326 −=CV  
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 1.5.4 วงจรไฟฟ้ำแบบขนำน RLC 

 วงจรขนาน RLC แสดงดังรูปที่ 1.16 ประกอบด้วยตัวต้านทาน (R) ตัวเหนี่ยวน า (L) และตัว

เก็บประจุ (C) ต่อกันในลักษณะแบบขนาน 

 
 

รูปที่ 1.16 วงจรไฟฟ้าขนาน RLC 

การหาค่าอิมพีแดนซ์ Z สามารถหาจากส่วนกลับของค่าแอดมิดแตนซ์ดังสมการที่ (1.35) 

Y
Z

1
=         (1.35) 

ผลรวมของแอดทิดแตนซ์หาได้จากสมการที่ (1.36) หรือสมการที่ (1.37) หรือสมการที่ (1.38) 

  321 YYYY ++=       (1.36) 

  
CLR ZZZ

Y
111

++=       (1.37) 

  
( )

CL jXjXR
Y

−
++=

111
     (1.38) 

กระแสรวมของวงจรหาได้จากสมการที่ (1.39) 

Z
V

I =         (1.39) 

กระแสที่ไหลผ่านตัวต้านทานหาได้จากสมการที่ (1.40) 

RZ
V

I =1         (1.40) 

กระแสที่ไหลผ่านตัวเหนี่ยวน าหาได้จากสมการที่ (1.41) 

LZ
V

I =2         (1.41) 

กระแสที่ไหลผ่านตัวเก็บประจุหาได้จากสมการที่ (1.42) 

I I
I

V R L
C

1 2 I3
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CZ
V

I =3        (1.42) 

 

ตัวอย่ำงท่ี 1.19 จากวงจรในรูปที่ 1.16  

 เมื่อก าหนดให้ตัวต้านทาน = 10R  ตัวเหนี่ยวน า L = 0.5H และตัวเก็บประจุ FC 10=  เมื่อ

แรงดันที่แหล่งจ่าย 0200 =V  ใช้กับความถี ่f = 50 Hz 

a) จงหาค่าอิมพีแดนซ์รวมของวงจร Z 

b) จงหาค่ากระแสI 

c) หาค่ากระแสไหลผ่านตัวต้านทาน I1 

d) หาค่ากระแสไหลผ่านตัวเหนี่ยวน่าI2 

e) หาค่ากระแสไหลผ่านตัวเก็บประจุ I3 

วิธีท ำ 

a) หาค่า Z 

  1.0
10
11

1 ===

RZ
Y  

  
( )2

1 1 1
0.0637

2 50 0.05L L

Y j
Z jX j 

= = = = −


 

  
( )3 6

1 1 1
0.00314

2 50 10 10C C

Y j
Z jX j  −

= = = = −
− −  

 

  321 YYYY ++=  

    0.1 0.0637 0.00314j j= − +  

  17.311168.00605.01.0 −=−= jY  

ดังนั้นจะได้ค่าอิมพีแดนซ์ 

  


17.3156.8

17.311168.0
11

=
−

==
Y

Z  

 

        ตอบ           17.3156.8 =Z  
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b) จงหาค่ากระแสI 

  
Z
V

I =  

  




17.3156.8

0200




=  

 ตอบ  17.3136.23 −=I  

 

c) หาค่ากระแสไหลผ่านตัวต้านทานI1 

RZ
V

I =1  

  




010

0200




=  

 ตอบ A0201


=I  

d) หาค่ากระแสไหลผ่านตัวเหนี่ยวน าI2 

  
LZ
V

I =2  

  




907.15

0200




=  

 ตอบ A9073.122


−=I  

e) หาค่ากระแสไหลผ่านตัวเก็บประจุ I3 

CZ
V

I =3  

  




904.318

0200

−


=  

 ตอบ  A9063.02


=I  
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แบบฝึกหัดบทท่ี 1 

 

1.1 จงเปลี่ยนระบบพิกัดฉาก (Rectangular form) ให้อยู่ในรูประบบพิกัดเชิงขั้ว (Polar form) 

         Z = 12- j12 

1.2 จงเปลี่ยนระบบพิกัดเชิงขั้ว (Polar form) ให้อยู่ในรูประบบพิกัดฉาก (Rectangular form) 
1288.6 =Z  

1.3 จงบวกจ านวนเชิงซ้อน 21 ZZZT +=  เมื่อ ( ) ( )jZjZ −=+= 5,23 21
 

1.4 จงลบจ านวนเชิงซ้อน 21 ZZZT −=  เมื่อ ( ) ( )23,62 21 jZjZ −=+−=  

1.5 จงหาผลคูณของ 321 ZZZZT =  เมื่อ 34,21 21 jZjZ −=+= และ 323 jZ +−=  

1.6 จงหาผลหารของ
42

31

ZZ

ZZ
Z T

−

+
= เมื่อ 32,34,21 321 jZjZjZ +−=−=+= และ  

 jZ −−= 54  

1.7 จงหาค่าขนาดของกระแสและมุม เมื่อก าหนดให้ ( )+= 631 jZ  และ ( )−= 342 jZ  

      และแรงดันกระแสสลับเท่ากับ 120 V 
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บทที่ 2 

การวิเคราะห์เวกเตอร์ 
2.1 บทน า 

การวิเคราะห์เวกเตอร์ถือเป็นเครื ่องมือทางคณิตศาสตร์พื ้นฐานที่มีความส าคัญยิ ่งต่อ

การศึกษาวิชาฟิสิกส์ และวิศวกรรมศาสตร์ เนื่องจากปรากฏการณ์ และปริมาณทางกายภาพส่วนใหญ่

จ าเป็นต้องอาศัยทั้งขนาด และทิศทางในการระบุสภาวะที่เกิดขึ้น เนื้อหาในบทนี้จึงมุ่งเน้นให้ผู้เรียนได้

เข้าใจถึงความแตกต่างที่ชัดเจนระหว่างปริมาณสเกลาร์ (Scalar) ซึ่งบ่งบอกเพียงขนาด เช่น มวล 

อุณหภูมิ และเวลา กับปริมาณเวกเตอร์ (Vector) ซึ ่งประกอบด้วยขนาดและทิศทาง เช่น แรง 

ความเร็ว และความเร่ง 

การศึกษาเวกเตอร์ในบทนี้จะครอบคลุมตั้งแต่การแทนเวกเตอร์ด้วยรูปภาพหรือส่วนของ

เส้นตรงที่มีลูกศรชี้บอกทิศทาง ตลอดจนระเบียบวิธีการค านวณทางพีชคณิตของเวกเตอร์ ทั้งการบวก 

การลบ และการคูณเวกเตอร์ นอกจากนี้ เพื่อให้สามารถวิเคราะห์ปัญหาเชิงพื้นที่ในระบบพิกัดฉาก

สามมิติได้อย่างเป็นระบบ จะมีการน าเวกเตอร์หนึ่งหน่วย (Unit Vector) ในแนวแกนหลัก ได้แก่ i, j, 

k มาใช้เป็นตัวแทนของทิศทางตามแกน X, Y และ Z เพื่อน าไปประยุกต์ใช้ในการแก้ปัญหาทาง

กลศาสตร์ และแรงที่เกิดขึ้นในระบบได้อย่างมีประสิทธิภาพ โดยมีรายละเอียดและหัวข้อการศึกษา

ดังต่อไปนี้ 

 

2.2 ความหมายของสเกลาร์ และเวกเตอร์ 

ยกตัวอย่างเช่นปริมาณน ้าเติมในถังอาจจะวัดได้ด้วยระยะเวลาของน ้าที่เติม เช่นน ้าเต็มถังที่

เวลา 50 s ในท านองเดียวกัน อุณหภูมิของหอ้ง อาจจะวัดได้ที่ 16°C และการวัดของมวลอาจจะวัดได้

ที่ 3 kg โดยการวัดที่กล่าวมาดังกล่าวเรียกได้เป็นการวัดปริมาณหรือสเกลาร์นอกเหนือจากนั้น การวัด

ทิศทางการ เคลื่อนที่ของรถ วัดได้ 90 km/h หรือการวัดแรงได้20 N หรือการวัดอัตราการเร่งได้ 

10/s2จากการวัด ปริมาณดังกล่าวเราสามารถเขียนแทนได้ด้วยปริมาณเวกเตอร์ 

 

2.3 การเขียนเวกเตอร์ 

ปริมาณเวกเตอร์สามารถแสดงได้โดยการวาดโดยแสดงองค์ประกอบของ ความยาว และ
ทิศทางโดย การใช้ลูกศรแสดงทิศทางของเวกเตอร์ และหัวของลูกศรเราเรียกว่าปลายของเวกเตอร์ 
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จากรูปที่ 2.1 เป็นการแสดงทิศทางของเวกเตอร์ที่มีขนาด 9 N และท ามุมจากแกนนอน 45° ในการ
เคลื่อนที่ทวนเข็มนาฬิกา 

 

 
 

รูปที่ 2.1 เวกเตอร์แรงขนาด 9 N ท ามุม 45° 

 

และจากรูปที่ 2.2 แสดงทิศทางการเคลื่อนที่ของอัตราการเร่ง 20 m/s โดยมมุีม -60° เมื่อพิจารณาใน

ทิศทาง ตามเข็มนาฬิกาจากแกนนอน 

 

 
รูปที่ 2.2 เวกเตอร์ b ทิศทางท ามุม -60° 

 

การแสดงทิศทางของเวกเตอร์ในการพิจารณาเวกเตอร์สามารถพิจารณาได้ดังนี้ 

การใช้เส้นสีเข้มแทนเส้นของเวกเตอร์ AB  เมื ่อมีลูกศรที่อยู ่ด้านบนหมายความว่าทิศทางการ

เคลื่อนที่ของเวกเตอร์จาก Aไป B ยกตัวอย่างเช่น จากรูปที่ 2.1 สามารถเขียนแรง 9N ที่มุม 45° 

สามารถเขียนแทนได้ด้วย a0 หรือ 0aหรือ a0  

 

2.4 การรวมเวกเตอร์โดยการวาดรูป 

การรวมเวกเตอร์ของสองเวกเตอร์หรือมากว่าโดยการวาดสามารถแสดงได้ดังนี้วิธีการวาด

แบบหัวถึงหางเช่นจากรูปที่ 2.3 ถึงรูปที่ 2.5 มีแรงสองแรงคือ F1 และ F2 

 

45
9N

60

b
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รูปที่ 2.3 การกระท าร่วมกันของเวกเตอร์แรง F1 และ F2 

 

 
 

รูปที่ 2.4 การต่อเวกเตอร์แรง F2 ที่ปลายของเวกเตอร์แรง F1 

 

 
 

รูปที่ 2.5 แผนภาพการหาแรงลัพธ์ด้วยรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 

 

ตัวอย่างท่ี 2.1 เมื่อมีแรงท่ีหนึ่งขนาด 5 นิวตัน ท ามุม 45° กับแรงที่สองขนาด 8 นิวตัน แสดงดัง รูปที่ 

2.6 จงมาขนาดของเวกเตอร์และผลรวมของแรงทั้งสอง และผลรวมของทิศทาง ที่

กระท ากับแรง 8 นิวตัน 

 
 

รูปที่ 2.6 แรงสองแรงขนาด 8 N และ 5 N ท ามุม 45° ต่อกัน (ส าหรับตัวอย่างที่ 2.1) 

F

F1

2

b

aF1

F2

8 N

5 N
45
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วิธีท า ที่แรง 8 N สามารถแสดงได้ดังรูปที่ 2.7และรูปที่ 2.8 

 

 
 

รูปที่ 2.7 การรวมเวกเตอร์แรงโดยวิธีสร้างรูปสามเหลี่ยมเพ่ือหามุม และแรงลัพธ์ 

 

 
 

รูปที่ 2.8 การรวมเวกเตอร์แรงขนาด 8 N และ 5 N ท ามุม 45° ด้วยวิธีสร้างรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 

 

ตัวอย่างท่ี 2.2 มีแรง 15 นิวตัน และ 10 นิวตันท ามุมตั้งฉากกัน 90 องศา ดังแสดงในรูปที่ 2.9 จงหา

ขนาดและเขียนผลรวมของแรงลัพธ์ และแสดงทิศทางที่มีผลต่อแรงเวกเตอร์ 15 นิวตัน 

 

 
 

รปูท่ี 2.9 แรงสองแรงขนาด 15 N และ 10 N กระท าตั้งฉากซ่ึงกันและกัน 

 

วิธีท า   

ขั้นตอนที่ 1 เขียนแรง 15 N ในแกนนอนดังแสดงในรูปที่ 2.10  

ขั้นตอนที่ 2 เขียนเวกเตอร์ 10 N ที่ท ามุมตั้งฉากกับแกนนอน 

45

b

a8N

5N

15 N

10 N
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ขั้นตอนที่ 3 หาผลรวมของแรงลัพธ์ ที่มีมุมเท่ากบ 34๐ 

 

 
 

รูปที่ 2.10 การรวมแรงตั้งฉาก และแรงแนวราบเพื่อหาแรงลัพธ์ R 

 

ตัวอย่างท่ี 2.3 มีทิศทางของความเร็ว 10 m/s, 20 m/s และ 15 m/s ที่แสดงดังรูปที่ 2.11 จงเขียน

ขนาดของ เวกเตอร์และหาผลรวมของแรงลัพธ์ 

 
 

รูปที่ 2.11 แผนภาพการบวกเวกเตอร์ความเร็ว v1, v2 และ v3 

 

วิธท า สามารถแสดงขั้นตอนการหาไค้ดังนี ้

ขั้นตอนที่หนึ่ง เขียนความยาว 10 หน่วย ดังรูปที่ 2.12 

 

 
รูปที่ 2.12 การหาเวกเตอร์ลัพธ์จากเวกเตอร์ a และ v2 

30
15

10 m/s

20 m/s

15 m/s

v2

v1

v3

105

195

30

v1
a

r

0
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แรงของเวกเตอร์ F แสดงได้ดังรูปที่ 2.13 ที่ท ามุม  กับแกนนอน 

 

 
 

รูปที่ 2.13 แรง F ท ามุม  กับแนวระดับ 

 

โดยทั่วไปองค์ประกอบของเวกเตอร์จะมีสององค์ประกอบได้แก่เวกเตอร์ในแนวแกนนอน และ

เวกเตอร์ แนวแกนตั้ง ดังรูปที่ 2.14 เรียกเวกเตอร์ในแนวแกนนอนคือเวกเตอร์ 0a และแรงของ

เวกเตอร์ F คือเวกเตอร์ ab 

 

 
 

รูปที่ 2.14 การแยกแรง F เป็นองค์ประกอบตามแกน a และ b 

 

จากคุณสมบัติของตรีโกณมิติแสดงดังสมการที่ (2.1) เมื่อ 

  





=

=

=
b
a

F
ba

0
0

cos

cos
cos00





       (2.1) 

ดังนั้นสามารถเขียนองค์ประกอบของเวกเตอร์ในแกนนอน จะได้ดังสมการที่ (2.2) 

cosFF =       (2.2) 

จากคุณสมบัติของตรีโกณมิติเมื่อ 

F
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




=

=

=
b
a

F
ba

0
0

sin

sin
sin00





        

ดังนั้นสามารถเขียนองค์ประกอบของเวกเตอร์ในแกนตั้ง จะได้สมการที่ (2.3) 

sinFF =       (2.3) 

ตัวอย่างที่ 2.4 จงแก้ปัญหาของเวกเตอร์แรงเท่ากับ 50 N ที่มุม 35° ที่ห่างจากแกนตั้งและภายใน

แกนนอนที่มีองค์ประกอบของแกนตั้ง 

วิธีท า  

องค์ประกอบ1ของเวกเตอร์แรงในแกนนอน 50N คือเวกเตอร์ 0a = 50cos35° = 40.96N  

องค์ประกอบของเวกเตอร์แรงในแกนตั้ง 50 N คือเวกเตอร์ ab = 50sin35° = 28.68N ดังนั้น

สามารถเขียนเวกเตอร์ทั้งแกนนอนและแกนตั้งได้ดังรูปที่ 2.15 

 

 
รูปที่ 2.15 การแยกแรง 50 N เป็นองค์ประกอบตามแกน a และ b 

 

เมื่อตรวจสอบค าตอบโดยใช้สมการตรีโกณมิติ  

เมื่อหาขนาด 

  
=

+=

50
68.2896.40 22ab  

 

เมื่อหามุม 

35
96.40
68.28

tan 1

=

= 






−
  
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ตัวอย่างที่ 2.5 จงแก้ปัญหาของเวกเตอร์อัตราความเร่ง 20m/s ที่ท ามุมห่างจากแกนนอน –30๐และ

ภายใน แกนนอนจะมีองค์ประกอบของแกนตั้ง 

วิธีท า  

ดังนั้นสามารถหาองค์ประกอบ'ของแกนนอน 20 m/s ของเวกเตอร์อัตราความเร่ง 

  0a = 20 cos (-30๐) = 17.32 m/s 

และสามารถหาองค์ประกอบของแกนนอน 20m/s ของเวกเตอร์อัตราความเร่ง 

  ab = 20 sin (-30๐) = -10 m/s 

จากองค์ประกอบของเวกเตอร์ไนแกนนอน และแกนตั้งของอัตราความเร่งสามารถแสดงได้ดังรูปที่ 

2.16 

 

 
 

รูปที่ 2.16 การแยกเวกเตอร์ความเร็ว 20 ms เป็นองค์ประกอบตามแกน a และ b 

 

ตัวอย่างท่ี 2.6 จงแก้ปัญหาการย้ายของเวกเตอร์ 40m ที่มุม120๐ ห่างจากแกนนอนและองค์ประกอบ 

ของแนวตั้ง 

วิธีท า  

เมื่อองค์ประกอบการเคลื่อนที่ของเวกเตอร์ 40 m ในแกนนอนสามารถหาได้จาก  

0a = 40 cos120° = -20 m 

เมื่อองค์ประกอบการเคลื่อนที่ของเวกเตอร์ 40 m ในแกนตั้งสามรถหาได้จาก  

ab = 40 sin 120° = 34.64m 

จากองค์ประกอบของเวกเตอร์ในแกนนอนและแกนตั้งของการเคลื่อนสามารถแสดงได้ดังเป็นที่ 2.17 

 

-30
-10 m/s

17.32 m/s

20 m/s
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รูปที่ 2.17 การแยกแรง 40 N เป็นองค์ประกอบตามแกน a และ b 

 

2.5 การรวมเวกเตอร์โดยการค านวณ 

 มีเวกเตอร์แรง F1 และ F2 ที่แสดงดังรูปที่ 2.18 และมุมของเวกเตอร์ F1 ห่างจากแกนนอน 

1  และ มุมของเวกเตอร์ F2 ห่างจากแกนนอน 2  

 

 
 

รูปที่ 2.18 การแยกแรง F1 และ F2 เป็นองค์ประกอบในแนวแกน H และ V 

 

เมื่อขนาดของเวกเตอร์ของแกนนอน F1 คือ F1= F1cos 1  และ ขนาดของเวกเตอร์ของแกนนอน F2 

ดังสมการที่ (2.4) 

  F2= F2cos 2       (2.4) 

ดังนั้นสามารถรวมเวกเตอร์ในแกนนอน F1 และ F2ได้ดังสมการที่ (2.5) 

   H= F1cos 1 + F2cos 2      (2.5) 

 

120

b

a
34.64 N

-20 N

40 N



  41 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า                การวิเคราะห์เวกเตอร์ 

เมื่อขนาดของเวกเตอร์ของแกนตั้ง F1คือ F1= F1sin 1  และ ขนาดของเวกเตอร์ของแกนนอน F2 ดัง

สมการที่ (2.6) 

  F2= F2sin 2       (2.6) 

 

ดังนั้นสามารถรวมเวกเตอร์ในแกนตั้งF1และ F2ได้ดังสมการที่ (2.7) 

   H= F1sin 1 + F2sin 2     (2.7) 

 

ดังนั้นเมื่อหาขนาดผลรวมของเวกเตอร์ตั้งแนวแกนนอนHและแกนตั้ง V จะได้ขนาด ของ Resultant

คือ 
22 VH + และมุม 







−=
H
V1tan  ซึ่งจากขนาด และมุมสามารถแสดงได้ดังรูปที่ 2.19 

 

 
 

รูปที่ 2.19 เวกเตอร์ลัพธ์ (Resultant) และองค์ประกอบในแนวราบ H และแนวดิ่ง V 

 

ตัวอย่างที่ 2.7 มีขนาดของแรง 5 N ท ามุม 45° กับขนาดของแรง 8 N ที่แรงทังคู่กระท าต่อดัน จง

ค านวณหา ขนาด ผลรวมของแรง 

วิธีท า  

จากโจทย์สามารถเขียนความสันพันธ์ระหว่างแรงได้ดังรูปที่ 2.20 

 

รูปที่ 2.20 การรวมเวกเตอร์ของแรง 5 N และ 8 N 

 

b

a0

Resultant

H

V

0
45

5 N

8 N
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เมื่อหาขนาดขององค์ประกอบในแนวนอนของเวกเตอร์แรง 8 N จะได้ 8 cos0๐ และ เมื่อหาขนาด

ขององค์ประกอบในแนวนอนของเวกเตอร์แรง 5 N จะได้ 5cos45๐ ดังนั้นเมื่อหาผมรวมของขนาดใน

แกนนอนจะได้ 

    H = 8 cos 0๐ + 5cos45๐ 

       =  8 + 3.5355 

       =  11.5355 

 

เมื่อหาขนาดขององค์ประกอบในแนวตั้งของเวกเตอร์แรง 8 N จะได้ 8 sin 0๐ และ เมื่อหาขนาดของ

องค์ประกอบในแนวตั้งของเวกเตอร์แรง 5 N จะได้ 5sin45๐ดังนั้นเมื่อหาผมรวมของขนาดในแกนตั้ง

จะได้ 

   V = 8 sin 0๐ + 5sin45๐ 

      =  0 + 3.5355 

      =  3.5355 

จากนั้นหาผลลัพธ์ของเวกเตอร์แกนนอน และแกนตั้งจะได้ 

Resultant = 
22 VH +  

   
22 5355.35355.11 +=  

   =  12.07 N 

จากนั้นหาทิศทางหรือมุมของผลรวมเวกเตอร์จะได้ 

      






−=
H
V1tan  

 






−
=

5355.11
5355.3

tan 1
 

 30648866.0tan 1−
=  

 04.17=  

 

ทัง้ขนาดแรงรวม และทิศทางสามารถแสดงได้ดังรูปที่ 2.21 
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รูปที่ 2.21 การหาแรงลัพธ์ของแรง 5 N และ 8 N 

 

หรือการหาผลรวมของเวกเตอร์สามารถหาได้โดยใช้หลักการของจ านวนเชิงซ้อนดังวิธีการหาต่อไปนี้ 

 resultant  45508 +=  

  ( ) ( ) 45sin  545 cos 5 0sin  80 cos 8 jj +++=  

  ( ) ( )536.33.536 0  8 jj +++=  

  ( )536.311.536 j+=  

หรือ 04.1707.12 =  

ตัวอย่างที่ 2.8 มีแรง 15 N และ 10 N ท ามุมตั้งฉาก 90° ที่แสดงดังรูปที่ 2.22 จงค านวณหา ขนาด 

แรงรวม และทิศทาง 

 

 
 

รูปที่ 2.22 แผนภาพเวกเตอร์แรงในแนวแกนตั้งฉาก 10 N และ 15 N 

 

วิธีท า องค์ประกอบแนวแกนนอนของเวกเตอร์ 5 N เท่ากับ 15cos0° และองค์ประกอบแนวแกนนอน

ของเวกเตอร์ 10 N เท่ากับ 10 cos90° ด้ังนั้นสามารถหาผลรวมของเวกเตอร์ในแนวแกนนอนจะได้ 

   H = 15 cos 0๐ + 10cos90๐ 

      = 15 + 0 

      = 15 

b

Resultant

H = 11.5355 N

V = 3.5355 N

15 N

10 N
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องค์ประกอบแนวแกนนอนของเวกเตอร์ 5 N เท่ากับ 15sin0° และองค์ประกอบแนวแกนตั้งของ

เวกเตอร์ 10 N เท่ากับ 10 sin90° ดั้งนั้นสามารถหาผลรวมของเวกเตอร์ในแนวแกนนอนจะได้ 

V = 15 sin 0๐ + 10sin90๐ 

      = 0 + 10 

      = 10 

 

ดังนั้นสามารถหาขนาดของผลรวมเวกเตอร์ 

   
22 VH +=  

   
22 1015 +=  

   =  18.03 N 

และสามารถหาทิศทางหรือมุมของผลรวมเวกเตอร์ได้ 








−=
H
V1tan  

   






−
=

15
10

tan 1  

   69.33=  

 

และสามารถแสดงขนาดและมุมได้ดังรูปที่ 2.23 

 

 
 

รูปที่ 2.23 การหาขนาด และทิศทางของแรงลัพธ์ R และ มุม θ จากแรงตั้งฉาก 

 

 

15 N

10 NR
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ตัวอย่างท่ี 2.9 จงค านวณหาขนาดและทิศทางองค์ประกอบเวกเตอร์ความเร่งแสดงในรปูที ่2.24 

 

 
 

รูปที่ 2.24 แผนภาพเวกเตอร์ความเร่งในแนวแกนตั้งฉาก 

 

วิธีท า  

ขนาดของเวกเตอร์ในแกนนอน 0aในรูปที่ 2.24 เท่ากับ 15 m/s2และจากส่วนปลายของ

เวกเตอร์ 0a คือเวกเตอร์ ab ที่มีขนาดเทากัน  28m/s2 และทั้งสองเวกเตอร์ท ามุม 90° และสามารถ

แสดงไดด้ั้งรูปที่ 2.25 

 

 
 

รูปที่ 2.25 เวกเตอร์ลัพธ์จากองค์ประกอบในแกนลบของระนาบพิกัด 

 

ผลรวมของความเร่ง (R) คือความยาวเวกเตอร์ 0b ดังรูปที่ 2.25 และสามารถหาผลรวมได้ 

2s/m76.3128150 22
=+=b  

และทิศทาง 

  82.61
15
28

tan 1
== 






−a  

หรือ 

   18.11882.61180 == −  

15 m/s

28 m/s2

2

b

a
a

28

15

R
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ตัวอย่างที่ 2.10 อัตราความเร็ว 10m/s, 20 m/s และ 15 m/s ดังแสดงในรูปที่ 2.26 จงค านวณหา

ขนาด ผลรวมเวกเตอร์และทิศทาง 

 
รูปที่ 2.26 การเคลื่อนที่ของวัตถุด้วยเวกเตอร์ความเร็วในแนวแกน v1 และ v3 

 

วิธีท า 

เมื่อองค์ประกอบในแกนนอนของเวกเตอร์อัตราเร็ว 10 m/s ซึ ่งม ีขนาดอัตราเร ็วเท ่ากับ

10sin 30° =8.66m/s และ องค์ประกอบในแกนนอนของเวกเตอร์อัตราเร็ว 20m/sซึ ่งมีขนาด

อัตราเร็วเท่ากับ 20sin90° =0m/s และ องค์ประกอบในแกนนอนของเวกเตอร์อัตราเร็ว 15 m/sซึ่งมี

ขนาดอัตราเร็วเท่ากับ15sin 195° = -14.489m/s ดังนั้นจะได้ผลรวมของขนาดในแกนนอนของ

เวกเตอร์ อัตราเร็ว 

   H = 8.66 + 0 – 14.489 = - 5.829 m/s 

เมื่อองค์ประกอบในแกนตั้งของเวกเตอร์อัตราเร็ว10m/sซึ่งมีขนาดอัตราเร็วเท่ากับ 10sin30° = 

5m/s และองค์ประกอบในแกนตั้งของเวกเตอร์อัตราเร็ว 20m/sซึ่งมีขนาดอัตราเร็วเท่ากับ20sin90° 

= 20m/s และองค์ประกอบในแกนตั้งของเวกเตอร์อัตราเร็ว 20 m/s ซึ่งมีขนาดอัตราเร็วเท่ากับ 

152sin 195° =-3.882 m/s 

ดังนั้นจะได้ผลรวมของขนาดในแกนตั้งของเวกเตอร์อัตราเร็ว 

   V = 5 + 20 – 3.882 = 21.118 m/s 

จากรูปที่ 2.27 สามารถหาผลรวมของเวกเตอร์ 

   22 VHR +=  

   22 118.21829.5 +=  

   =  21.91 m/s 

 

30
15

10 m/s

20 m/s

15 m/s

v2

v1

v3



  47 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า                การวิเคราะห์เวกเตอร์ 

และสามารถค านวณหาทิศทางได้ดังนี้ 








−
=

H
V

a 1tan  

   






−
=

829.5
118.21

tan 1  

   57.74=  

 

 
 

รูปที่ 2.27 สามเหลี่ยมมุมฉากแสดงเวกเตอร์ R และมุม θ พร้อมด้านประกอบ a 

 

การหาผลรวมของเวกเตอร์และทิศทางสามารถท าได้ด้วยจ านวนเชิงซ้อน 

 resultant  1951590203010 ++=  

 

  ( ) ( ) 90sin2090cos2030sin1030cos10 jj ++ +=  

 

                       ( ) 195sin15195cos15 j++  

 

  ( ) ( ) ( )882.3489.1400.200566.8 jjj −++ −++=  

 

  ( )N118.21829.5 j+−=  

หรือ 

  N43.10591.21 
=  

a

21.118

5.829

R
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2.6 การลบเวกเตอร์  

 ในรูปที่ 2.28 แสดงเวกเตอร์ของแรงประกอบด้วย เวกเตอร์ 0a และทิศทางตรงข้ามคือ

เวกเตอร์ (-0a) ซ่ึงทิศทางท้ังสองสามารถเขียนดังรูปที่ 2.28 ที่แสดงทิศทางท่ีตรงกันข้าม 

 
รูปที่ 2.28 เวกเตอร์แรงคู่ตรงข้าม F และ -F บนแนวเดียวกัน  

 

ในรูปที่ 2.29  แสดงเวกเตอร์สองทิศทางท่ีจุดเดียวกัน  ในรูปที่ 2.29 (a) แสดงการรวมเวกเตอร์ os 

= oa+ ob และในรูปที่ 2.29(b)แสดงการรวมเวกเตอร์ ob + ( -oa)นั่นคือ ob- oaและสามารถ

เขียนเป็นสมการของ การรวมเวกเตอร์ได้ ob – oa  = od 

 

 
                           (a)                                                    (b) 

 

รูปที่ 2.29 การบวกเวกเตอร์ด้วยวิธีสามเหลี่ยม และสี่เหลี่ยมด้านขนาน (Triangle and 

Parallelogram Methods) (a) การบวกเวกเตอร์ด้วยกฎสี่เหลี่ยมด้านขนาน (b) การลบ

เวกเตอร์ หรือการบวกเวกเตอร์ตรงข้าม 

 

ตัวอย่างท่ี 2.11 อัตราการเร่งของเวกเตอร์ a1 = 1.5m/s2 ที่มุม 90° และ a2 =2.6m/s2 ที่มุม 145๐ 

จงหาค่า 

   (a) เขียนผลรวมของเวกเตอร์a1 +a2 และ a1- a2 

   (b) ค านวณหาผลรวมของเวกเตอร์a1 +a2 และ a1- a2 

วิธีท า  (a) การเขียนผลรวมของเวกเตอร์ และสเกลสามารถแสดงไดดั้งรปูที่ 2.30 

a1 +a2= 3.7m/s2 ที่มุม 126° 

F

-F

b

a
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และ 

a1-  a2 = 2.1 m/s2 ที่มุม 0° 

 

 
 

รูปที ่2.30 การบวก และลบเวกเตอร์ความเร่ง a1 และ a2 

 

(b) เมื่อหาผลรวมขององค์ประกอบในแกนนอน a1 + a2 

H =1.5 cos 90๐ + 2.6 cos 145๐= -2.13  

และหาผลรวมขององค์ประกอบในแกนตั้ง a1 +a2 

V =1.5 sin 90๐ + 2.6 sin 145๐= 2.99 

และท้ังผลรวมขององค์ประกอบเวกเตอร์ในแนวแกนนอนและแกนตั้งสามารถแสดงได้ดังรูปที่ 2.31 

เมื่อหาผลรวมของขนาด (Resultant) จะได้ 

  22 VHR +=  

     ( )
22 99.22.13- +=  

     =  3.76 m/s2 

 
 

รูปที่ 2.31 รูปสามเหลี่ยมมุมฉากแสดงเวกเตอร์ R และมุม θ 

a

2.99

-2.13

R
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จากรูปที่ 2.31 เมื่อหามมุจะได้ 

33.54
13.2
99.2

tan 1
== 






−a  

และ 

    47.12533.54180 =−=a  

ดังนั้นเมื่อ  a1 +a2 = 3.67m/s2 ที่มุม 125.47° 

 

เมื่อหาองค์ประกอบในแกนนอนของ a1- a2 =1.5 cos 90๐- 2.6 cos 145๐ และหาองค์ประกอบใน

แกนตั้งของ  a1- a2 =1.5 sin 90๐- 2.6 sin 145๐= 0 

และเม่ือหาขนาดของ a1- a2 = 22 013.2 + = 2.13m/s2 

เมื่อหามุมของ 0
13.2
0

tan 1
21

== 






−
− aa  

ดังนั้น a1- a2 =2.13 m/s2 ที่ 0๐ 

 

ตัวอย่างท่ี 2.12  จากรูปที่ 2.32  จงค านวณหาผลรวมของเวกเตอร์ดังต่อไปนี้เมื่อก าหนดให้ 

  19040,14022 21 == vv และ 290153 =v  

(a) v1–v2 + v3 

(b) v1–v2 – v3 

 

 
 

รูปที่ 2.32 แผนภาพเวกเตอร์แรงหลายแรงในระบบพิกัดแกน H และ V 

 

+V

-V

+H
-H

22

40 15

0
190

290

140
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วิธีท า 

(a) จากเวกเตอร์ในรูปที่ 2.32 เมื่อหาผลรวมเวกเตอร์ขององค์ประกอบในแกนนอน V, 

  v1–v2 + v3 = (22 cos 140๐) - (40 cos 190๐) + (15 cos 290๐) 

       =  (-16.85) - (-6.95) + (5.13) 

       =  27.67  units 

เมือ่หาผลรวมเวกเตอร์ขององค์ประกอบในแกนตั้ง 

v1–v2 + v3 = (22 sin 140๐) - (40 sin 190๐) + (15 sin 290๐) 

       =  (-14.14) - (-6.95) + (-14.10) 

       =  6.99  units 

และเม่ือผลรวมของเวกเตอร์ในแนวแกนนอนกับแกนตั้งจะได้ดังรูปที่ 2.33 

 ตอบ units54.2899.627.67 = 22
=+R  

 
รูปที ่2.33 การหาขนาด และทิศทางของเวกเตอร์จากส่วนประกอบในระบบพิกัด 

 

2.7 เวกเตอร์ 3 มิติบนแกนนอน i, j และ k 

จากรูปที่ 2.34 แสดงทิศทางของเวกเตอร์ 3 แกนประกอบด้วยเวกเตอร์ตั ้งอยู่บนแกน x

เวกเตอร์ j ตั้งอยู่บนแกน y และเวกเตอร์ k ตั้งอยู่บนแกน z โดยเวกเตอร์ i, j และ k เป็นเวกเตอร์

หน่วย 

 
รูปที่ 2.34 ระบบพิกัดคาร์ทีเซียนสามมิติแสดงแกน x, y, z และเวกเตอร์หนึ่งหน่วย i, j, k 
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ตัวอย่างท่ี 2.13 จงหาผลลบของ (3i + 2 j + 2k) - (4i-3j + 2k) 

วิธีท า 

                       (3i + 2 j + 2k) - (4i-3j + 2k)= 3i + 2j + 2k-4i + 3j-2k 

          ตอบ     (3i + 2 j + 2k) - (4i-3j + 2k) = -i + 5j 

 

ตัวอย่างท่ี2.14  เมื่อก าหนดให้ p = 3i + 2j,q = 4i-2j + 3k และ r = -3i + 5j- 4k 

จงหาผลลัพธ์ต่อไปนี้ 

(a) -r 

(b) 3p 

(c) 2p + 3q 

(d) -p + 2r 

(e) 0.2p + 0.6q – 3.2r 

วิธีท า 

        (a)   

-r =  -(-3i + 5j + 4k) = 3i + 2j + 2k-4i + 3j-2k 

 ตอบ   -r = +3i-5j + 4k 

         (b)   

3p = 3(3i + 2k)  

 ตอบ   3p = 9i + 6k 

          (c)   

         2p + 3q = 3(-3i +2k) + 3(4i-2j+3k) 

             = 6i+4k + 12j–6j + 9k 

 ตอบ 2p + 3q = 18i- 6j+ 13k 

            (d)   

       -p + 2r=  -(3i +2k) + 2(-3i+5j - 4k) 

         = - 3i-2k + (-6j+10j-8k) 

    ตอบ       -p + 2r  = - 9i+10j- 10k 
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          (e)   

0.2p + 0.6q – 3.2r = 0.2(3i +2k) + 0.6(4i-2j+3k)– 3.2(-3i+5j - 4k) 

         = 0.6i+0.4k + 2.4j–1.2j+1.8k + 9.6i – 16j + 12.8k 

  ตอบ   0.2p + 0.6q – 3.2r = 12.6i– 17.2j+ 15k 

 

2.8 การคูณสเกลาร์ และเวกเตอร์  

เมื่อเวกเตอร์ x ของขนาด x หน่วย และทิศทาง   ถูกหารโดยขนาดของเวกเตอร์ จะได้

ผลลัพธ์คือหน่วยความยาวที่ มุม  เมื่อหน่วยเวกเตอร์ส าหรับอัตราเร็วของ 10 m/s ที่ 50° คือ

( ) ( )10 / 50 10m s at m s  จะได้ 1 ที่ 50° โดยทั่วไปแล้วหน่วยของเวกเตอร์ส าหรับ oa คือ oa oa เมื่อ 

oaคือจุดเริ่มต้นของเวกเตอร์ที่มีทั้งขนาดและทิศทาง จากรูปที่ 2.35 แสดงทิศทางของเวกเตอร์ 3 

หน่วย ที่ประกอบด้วย 3 แกนได้แก่แกน x, y และ z 

 

 
รูปที่ 2.35 เวกเตอร์หนึ่งหน่วยและรูปลูกบาศก์ในปริภูมิ 3 มิติ 

 

และในรูปที่ 2.36 พิจารณาทิศทางของเวกเตอร์ทางทิศทางจาก o ถึง r และเวกเตอร์ x หน่วย คือ

เวกเตอร์ ของแกน i ที่ต าแหน่ง o ถึง a ดังนั้นเวกเตอร์ y หน่วย มีทิศทางจาก a ถึง b ที่มีทิศทางใน

แกน j ดังนั้น เวกเตอร์ z หน่วย มทีิศทางจาก b ถึง r ที่มีทิศทางในแกน k เพราะฉะนั้นสามารถเขียน

ค าจ ากัดความของเวกเตอร์ or ดังสมการที่ (2.8) 

 

or = xi +yi + zk      (2.8) 
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รูปที่ 2.36 การแยกเวกเตอร์สามมิติ และเวกเตอร์หนึ่งหน่วย i, j และ k 

 

ตัวอย่างท่ี 2.15 จงวาดภาพของเวกเตอร์ 3 หน่วย 

    (a)   op = 4i + 3j- 2k 

    (b)   or - 5i - 2j + 2k 

วิธีท า  (a) สามารถเขียนเวกเตอร์ op = 4i + 3j- 2k ดังรูปที่ 2.37 (a) 

 

 

ตอบ 

 
 

รูปที่ 2.37 (a) 

 

(b) สามารถเขียนเวกเตอร์ or - 5i - 2j + 2kดังรูปที่ 2.37 (b) 
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ตอบ 

 
 

รูปที่ 2.37(b) 

 

2.9 ผลคูณเวกเตอร์ของสองเวกเตอร์ 

เมื่อผลคูณของเวกเตอร์ oa คือผลการคูณจ านวนสเกลาร์หรือเรียกค่า k ซึ่งขนาดของผลลัพธ์

จะเป็น k เท่า ดังนั้นผลรวมของ 2x(5N ที่ 20° )ในเวกเตอร์ของขนาด 10N ที่ 20° หนึ่งในผลคูณ

เวกเตอร์ ของสองเวกเตอร์เรียกว่าสเกลาร์หรือผลคูณจุดของเวกเตอร์ (dot product) และสามารถ

เขียนผลคูณชุดของ เวกเตอร์ oa และ ob เมื่อ มุม 12    ได้ดังสมการที่ (2.9) 

oaxbb= oaobcos ( )
12
       (2.9) 

 

ส าหรับเวกเตอร์ v1และ v2 ที่แสดงในรูปที่ 2.38 และสามารถเขียนสมการของการคูณเวกเตอร์แบบ

จดุดัง สมการที่ (2.10) 

  v1xv2 = v1v2cos       (2.10) 

 

 
 

รูปที่ 2.38 การท ามุม   ระหวา่งเวกเตอร์ v1 และ v2 
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กฎการเปลี่ยน (Commutative law) ทางพีชคณิต เช่น axb = bxa ที่ประยุกต์เป็นผลการคูณจุด

เวกเตอร์ ที่สามารถแสดงได้ในรูปที่ 2.39 

Oa x ob = v1v2cos       (2.11) 

 
 

รูปที่ 2.39 ขนาด และมุมระหว่างเวกเตอร์สองเวกเตอร์ 

 

ในท านองเคียวกัน oa x ob =  v1v2cos =  v1v2cos  โดยใช้กฎการเปลี่ยนของพีชคณิต ดังนั้นจะ

ได้ oa x ob =  ob x oa และการแสตงทิศทางของเวกเตอร์ ob บน เวกเตอร์ oa ที่แสดงในรูปที่ 

2.40(a)และโดยเรขาคณิตของสามเหลี่ยม obc เนื่องจากค าจ ากัดความดังสมการที่ (2.12) 

 

Oa x ob = v1(v2cos )     (2.12) 

 

เมื่อ oa x ob =  v1(การแสดงทิศทางของ v2 บน v1) 

 

 
รูปที่ 2.40 เงาฉายของเวกเตอร์ (Vector Projections) (a) การฉาย V2 ลงบนแนวแกน V1 

(b) การฉาย V1 ลงบนแนวแกน V2 
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ในท านองเดียวกัน ทิศทางของเวกเตอร์ oa บนเวกเตอร์ ob แสดงในรูปที่ 2.40(b) คือ v1cos ดังนั้น 

สามารถให้ค าจ ากัดความได้ดังสมการที่ (2.13) 

oaxob = v2(v1cos )     (2.13) 

 

นี่คือการแสดงการคูณเวกเตอร์แบบจุดของสองเวกเตอร์คือการคูณกันทั้งขนาดและทิศทาง และมุมทั้ง

สอง ของขนาดเวกเตอร์สามารถแสดงได้ในเทอมของ oxb  =  abcos   

ดังนั้นจะไดดั้งสมการที่ (2.14) 

cos  =  
ab
ba

     (2.14) 

ให้ a = a1i+a2j + a3k 

และ b=b1i+b2j+b3k 

  axb = (a1i+a2j + a3k) x (b1i+b2j+b3k) 

 

เมื่อท าการคณูจะได้ 

  axb = a1b1ixi+a1 b2jxj + a3b3k xk 

   + a2b1ixi+a2 b2 jxj + a2b3k xk 

   + a3b1ixi+a3 b2 jxj + a3b3k xk 

อย่างไรก็ตามเวกเตอร์หน่วย i,j  และ kทั้งหมดมีขนาด 1 หน่วย และ ixj = (1)(1) cos 0๐= 1,  ixj = 

(1)(1) cos 90๐= 0, ixj = (1)(1) cos 90๐= 0 และในท านองเดียวกัน ixj = 1,  jx k = 0, และ kx k = 0

ดังนั้นเทอมที่ไม่เป็นศูนย์สามารถแสดงการคูณเวกเตอร์แบบจุดได้ดังสมการที ่(2-15) 

 

axb = a1b1i+a2 b2 + a3b3    (2.15) 

 

ทัง้ a และ b ในสมการที ่(2.15) สามารถแสดงในเทอมของ a1,b1,a2,b2,a3 และ b3 
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รูปที่ 2.41 เส้นทแยงมุมหลักของทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

รูปทรงเรขาคณิตในรูปที่ 2.41 ความยาวในเส้นทแยง คือเส้นตรง OP ในเทอมของความยาวด้าน a,b

และ c สามารถหาไดโ้ดยใช้ทฤษฎีพิทากอรัส (Pythagoras’ theorem) แสดงในเทอมต่อไปนี้ 

 OP= OB2 + BP2และOB2 = OA2 + BP2 

ดังนั้น OP2= OA2 + AB2 + BP2 

  =  a2 + b2 + c2 

ดังนั้นจะได้เส้นตรง OPแสดงในสมการที่ (2.16) 

  )( 222 cbaOP ++=      (2.16) 

เพราะฉะนั้นจะได้ความความสัมพันธ์ของสองเวกเตอร์  a1i + a2j + a3k และ b1i + b2j + b3k เมื่อ

ให้ 

    )( 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=  

และ 

    )( 2
3

2
2

2
1 bbbb ++=  

เมื่อท าการแทนค่า a และ b จากสมการที่ (2.15)  จะได้ค่ามุมดังสมการที่ (2.17) 

  1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos
( ) ( )

a b a b a b

a a a b b b


+ +
=

+ + + +
   (2.17) 
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ตัวอย่างที่ 2.16 จงหาเวกเตอร์aที่เชื่อมต่อกับชุด P และ Qเมื่อจุด Pมีต าแหน่ง (4,-1, 3) และจุด Q 

มี ต าแหน่ง (2, 5, 0) และหาขนาด a และค่าเฉลี่ยของ a 

วิธีท า  ก าหนดให้จุดเริ่มต้น ที่ต าแหน่ง (0, 0, 0) ดังนั้นจะได้ต าแหน่งของเวกเตอร์ P และ Q ดังนี้ 

OP = 4i-j + 3k 

และ 

OQ = 2i + 5j 

ดังนั้นจะได้ a = PQ = OQ – OP 

และ 

  a = PQ = (2i + 5j) – (4i – j + 3k) 

    = -2i + 6j – 3k 

  )( 222 cbaa ++=  

   222 )3(6)2( −++−=  

  49=  

  ตอบ          a  =  7 

 

ตัวอย่างท่ี 2.17 ถ้า  p = 2i + j – kและq = i – 3j + 2k จงหา 

 qpqpqpqp +++ )d()c()b()a(  

วิธีท า  (a) เมื่อ p = a1i + a2j + a3kและb1i +b2j + b3k 

ดังนั้นเมื่อ  pxq = a1b1 + a2b2 + a3b3 

เมื่อ q = i – 3j + 2kดังนั้น b1 = 1, b2 = -3  และb3 = 2 

เมื่อท าการแทนค่าแล้วจะได้ 

  pxq  =  (2) (1) + (1) (-3) + (-1) (2) 

          ตอบ          pxq  =  3 
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(b)             p +q = (2i +j- k) + (i-3j+ 2k) 

ตอบ    p +q = 3i - 2j + k 

(c) kjiqp +−=+ 23  

         ( )22 23 2 1 14p q+ = + − + =  

         ตอบ         14=+ qp  

(d) kjip −+= 2  

( )
22 22 1 2 6= + + − =  

ในท านองเดียวกัน 

kjiq 23 +−=  

( )
22 22 3 2 14= + − + =  

 

ดังนั้นจะได ้

             ตอบ    191.6146 =+=+ qp  

 

ตัวอย่างท่ี 2.18 จงหามุมระหว่างเวกเตอร์ oa และ ob เมื่อ oq = i + 2j-2k และ ob = 2i - j + 4k 

วิธีท า  เมื่อสมการส าหรับ cos  สามารถหาได้ดังสมการ 

  
)()(

cos
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

bbbaaa

bababa

++++

++
=

 

เมื่อ oa = i + 2j – 3k 

a1 = 1, a2และa3 = -3 

เมื่อ ob = 2i - j + 4k 

b1 = 2, b2 = -1 และb3 = 4 

ดังนั้นเมือ่แทนค่าและสามารถหามุมได้ดังนี้ 
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( ) ( )222222 4)1(2)3(21

)43()12()21(
cos

++++ −−

−+−+
=

 

  2114
12−

=
 

              = -0.6999 

     ตอบ    มุมต่างเฟสของเวกเตอร์  = 
6.225  

 
2.10 ทิศทางของโคไซน์ 

มีเวกเตอร์ or = xi + yj + zk และขนาด 222 zyxor ++=  ถ้าเวกเตอร์ or ท ามุม 

 ,  และ กับแกน i, j และ k ตามล าดับ และเม่ือแทนค่าหามุมจะได้ดังสมการที่ (2.18) ถึง (2.20) 

  
( )222

cos
zyx

x
++

=

      (2.18) 

  
( )222

cos
zyx

y
++

=

      (2.19) 

และ 

  
( )222

cos
zyx

z
++

=

      (2.20) 

ดังนั้นเมื่อ 2 2 2cos cos cos 1  + − =  และ cos  เป็นทิศทางโคไซน์ของเวกเตอร์ or 

ตัวอย่างท่ี 2.19 จงหาโคไซน์เวกเตอร์ของ  3i + 2j + k 

วิธีท า 

 
14123 222222 =++=++ zyx

 

ดังนั้นสามารถหาทิศทางโดไซน์ได้จากสมการที่ (2.18) ถึง (2.20) 
 

( )
802.014

3cos
222

===
++ zyx

x

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( )
535.014

2cos
222

===
++ zyx

y


  

และ 

  
( )

267.014
1cos

222
===

++ zyx
z



 

เพราะฉะนั้น  7.36802.0cos 1
==

−
  

  7.57535.0cos 1
==

−
  

และ 

 5.74267.0cos 1
==

−
  

หมายเหตุ 

 ตอบ   1267.0535.0802.0coscoscos 222222
=++=++   

 

ตัวอย่างที่ 2.20 เมื่อแรงมีค่าคงที่ F = 10i + 2j–k นิวตัน ที่ย้ายจากเวกเตอร์ A = i + j+k ถึง B = 

2i- j+3k เมตร จงหาผลรวมของงาน ในหน่วยนิวตันเมตร 

วิธีท า จากสมการของงาน 

work done = F x d 

ดังนั้นจากเวกเตอร์ของโจทย์สามารถแสดงได้ดังรูปที่ 2.42 

AB = AO + OB = OB - OA 

เพราะฉะนั้นจะใต้สมการผลรวมของงานคือ F x d นั่นคือ F x AB และสามารถหาค่าได้ 

work done = (10i + 2j– k) x (i-2j+ 2k) 

แต่จากสมการ 

P x q = a1b1 + a2b2 +a3b3 

เพราะฉะนั้นจะได้ผลรวมของงาน 

ตอบ   work done = (10 + 1) + (2 x (2)) + ((–1) x 2) = 4 Nm 
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รูปที่ 2.42 พิกัดจุด และเวกเตอร์ระหว่างจุด O, A, และ B ในระบบพิกัดฉาก 3 มิติ 
 

2.11 เวกเตอร์โปรดัก  

นิยามของเวกเตอร์โปรดัก (Vector products) สามารถแสดงได้ดังสมการที่ (2.21) เมื่อ   

คือมุมระหว่างสองเวกเตอร์ และสามารถแสดงได้ดังรูปที่ 2.43 

   sinoboaoboa =      (2.21) 

 

 

 
 

รปูท่ี 2.43 การหาทิศทางครอสเวกเตอร์ (Vector Cross Product Directions) 
(a) การครอสเวกเตอร์ oa x ob (ทิศพุ่งขึ้น) 
(b) การครอสเวกเตอร์ ob x oa (ทิศพุ่งลง) 

 
  Oa x ob  =  - ob x oa 

  a = a1i + a2j + a3k 

และ 

B(2,-1,3)

A(1,1,1)

O(0,0,0)
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  b = b1i + b2j + b3k 

ดังนั้น 

 axb = (a1i + a2j + a3k) x (b1i + b2j + b3k) 

       =  a1b1ixi + a1b2ixj + a1b3ixk+ a2b1jxi + a2b2jxj + a2b3ixk 

          + a3b1kxi + a3b2kxj + a3b3kxk 

แตจ่ากค าจ ากัดความของการคูณเวกเตอร์ 

ixj = k ,jxk = i และ kxi= j ในท านองเดียวกันเมื่อ  ixi = jxj = kxk = (1)(1) sin 0๐= 0 

จาก  axb = -bxaจะได้ 

  axb= a1b2k-a1b3j – a2b1k + a2b3i + a3b1 j - a3b2i 

เมื่อท าการรวมเทอม i, j และ k เข้าด้วยกันจะได ้

  axb= (a2b3–a3b1 )i+(a3b1– a1b3)j + (a1b2j–a2b1) k 

และสามารถเขียนผลคูณของเวกเตอร์ในรูปของดีเทอร์มิแนนท์ (Determinant) ดังสมการที่ (2.22) 

  
k

b
a

j

b
a

i

b
aba

3

3

2

2

1

1=       (2.22) 

เมื่อดีเทอร์มิแนนท ์3X3 คือ 
k

b
a

j

b
a

i

b
a

3

3

2

2

1

1  หรือ i
3

3

2

2

a

b

a

b
 - j

3

3

1

1

a

b

a

b
+ k

2

2

1

1

a

b

a

b
 เมื่อ 

 

   ,2332

3

3

2

2

baba
a

b

a

b
−=  

 

   
1331

3

3

1

1

baba
a

b

a

b
−=  

และ 
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1221

2

2

1

1

baba
a

b

a

b
−=  

 

ขนาดของผลการคูณจดุของสองเวกเตอร์ สามารถหาได้โดยการแสดงในรูปของ Scalar product และ

สามารถแสดงความสัมพันธ์ได้ดังนี้ 

axb = a1b1 + a2b2 + a3b3 เมื่อท าการยกก าลังสองทั้งสองข้างของผลการคูณชุดเวกเตอร์จะได้ดัง

สมการที ่(2.23) 

   ( ) 
2222 sinbaba =  

   )cos1( 222
−= ba  

( ) 
222222 cosbababa −=      (2.23) 

 

จากสมการของ 
ab

ba 
=cos  และจากนั้นคูณด้วย a2b2 ทั้งสองข้างพร้อมท าการยกก าลังสองจะได้ 

   2

22

222

222 )(
)(

cos ba
ba

baba
ba −


=  

เมื่อแทนค่าในสมการที่ (12)  โดย  bbbaaa ==
22 , และ 2222 )(cos baba = และให้ 

  ( ) 22 )()()( babbaaba = −     (2.24) 

 

ตัวอย่างท่ี 2.20  ส าหรับเวกเตอร์  a = i + 4 j – 2kและb = 2i – j + 3k จงหาค่า 

 (a)  ba   

 (b)  ba  

วิธีท า  

 (a) จากสมการที่ (2.22) 

  
k

b
a

j

b
a

i

b
aba

3

3

2

2

1

1=  
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         = i
3

3

2

2

a

b

a

b
 - j

3

3

1

1

a

b

a

b
+ k

2

2

1

1

a

b

a

b
 

ดังนั้น 

  
kji

ba
3
2

1
4

2
1 −

−

=  

         = i
2

3

4

1

−

−

 - j
2

3

1

2

−
+ k

4

1

1

2 −
 

         = i (12 - 2) – j (3 + 4) + k (-1-8) 

            ตอบ       ba    = 10i – 7j – 9k 

(b)  จากสมการที่ (2.24) 

  ])()()([ 2babbaaba = −  

เมื่อ  axa  =  (1)(1) + (4 x 4) + (-2)(-2)  

     =  21 

        bxb  =  (2)(2) + (-1)(-1) + (3)(3) 

 =  14 

              axb  =  (1)(2) + (4)(-1) + (-2)(3) 

 =  -8 

ดังนั้น    )641421( −= ba  

                   230=  

ตอบ       ba 17.15=  
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แบบฝึกหัดบทท่ี 2 

 

2.1 จงค านวณหาขนาดและผลรวมของแรงทั้งสอง เมื่อ แรงที่ 1มีขนาด7Nท ามุม 50°และแรงที่ 2 ซ่ึง  

 มี ขนาด 12 N 

2.2 จากรูปที่ 2A จงค านวณหาขนาดและทิศทาง 
 

 
 

รูปที่ 2A 

2.3 จงหาผลรวมของเวกเตอร์ F1 +F2 เมื่อ 45 =  N, 40=
11

F และ 125 = N, 30=
22

F  

2.4จงหาผลลบของเวกเตอร์ F1- F2 เมื่อ   45 =  N, 40=
11

F และ  125 = N, 30=
22

F  

2.5 จงหามุมระหว่างแรง F1 = 3i + 4j + 5k และ F2=i+ j + k 

2.6 จงหา Scalar product ของ axb เมือ่ a=i- 3 j + k และ b = 2i + 3j + k 

2.7 จงค านวณหาผลรวมของเวกเตอร์ px(q + r) เมื่อ p = 2i-3,q =4 j-k และ r= i + 2j-3k 

2.8 จงค านวณหาผลคูณของเวกเตอร์ px(q + r) เมื่อ p = 3i + 2k,q =i - 2 j + 3k และ r= -4i + 3j-

k 

2.9 จงหาผลการโปรดักเวกเตอร์ของ pxqเมื่อ p-4i-j + 2k และ q- -2i + 3j-2k 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13 N

10 N
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บทท่ี 3 

อนุกรมฟูเรยีร์  
3.1 บทน ำ 

เนื้อหาในหน่วยนี้จะพิจารณาการใช้อนุกรมฟูเรียร์หาค่าสัญญาณทางไฟฟ้าที่ไม่ใช่รูปคลื่นไซน์

และโคไซน์ซึ่งจะพิจารณาจากสัญญาณรายคาบโดยจะใช้ทฤษฎีอนุกรมฟูเรียร์ (Fourier series) 

แก้ปัญหาในการหาสัญญาณรายคาบแบบซ ้าคาบ (Periodic Function) เช่น ฟังก์ชันสัญญาณ 

แรงดันไฟฟ้าและกระแสไฟฟ้าเป็นต้น ซึ่งฟังก์ชันเหล่านี้สามารถเขียนให้อยู่ในเทอมของสัญญาณไซน์ 

(Sine) และโคไซน์ (Cosine) ทั้งนี้ฟังก์ชันเหล่านี้ มีความส าคัญมากในการพิจารณาฟังก์ชันอ่ืน ๆ และ

สามารถเขียนแทนได้ในเทอมของอนุกรมฟูเรียร์ 

 

3.2 ฟังกช์ันรำยคำบ  

ฟังก์ชันรายคาบ (Periodic Function) f(x) หมายความว่าเป็นฟังก์ชันของสัญญาณที ่มี

สัญญาณซ ้าคาบทุก ๆคาบเวลา (T) ถ้าเมื่อ T คือคาบของสัญญาณถ้า T เป็นค่าจริงใด ๆ และไม่

เท่ากับศูนย์ สามารถแสดงได้ดังสมการที่ (3.1) และแสดงได้ดังรูปที่ 3.1 

F(x+T) = f(x)      (3.1) 

 

 
 

รูปที่ 3.1 ฟังก์ชันรายคาบ 

 

จะเห็นว่าสัญญาณมีคาบครบรอบเท่ากับ T และเกิดซ า้ ๆทุกคาบเวลา T และสามารถก าหนดให้ n คือ

เลขจ านวนเต็ม ที่สามารถเขียนได้ดังสมการที่ (3.2)  

f(x+nT) = f(x)      (3.2) 

f(x)

x
T T T
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ดังนั้น nT = 2T, 3T,……. เป็นคาบของฟังก์ชัน f(x) ฟังก์ชันก็จะเกิดขึ้นซ ้ากันตามจ านวนรอบของ n 

ในทุกฟังก์ชันจะมีคาบเท่ากับ 2  และสามารถเขียนในเทอมของฟังก์ชันในรูปอนุกรมฟูเรียร์ได้ดัง

สมการที่ (3.3) 

a0 + a1cosx+a1 sinx+a2cos2x+a2 sin2x+....+ancosnx+an sin nx  (3.3) 

 

เมื่อ a0, a1, a2,…, b1, b2 เป็นคา่คงทีจ่ านวนจริง จากสมการที่ (3.3) สามารถแสดงได้ดังรูปที่ 3.2 

 

 
 

รูปที ่3.2 (a) สัญญาณฟังกช์ันโคไซน์ ที ่n = 1,2 (b) สัญญาณฟังก์ชันไซน์ n= 1,2 

 

3.3 อนุกรมฟูเรียร์ส ำหรับฟังก์ชันรำยคำบ  

ในหัวข้อนี้จะน าเสนอ อนุกรมฟูเรียร์ในการวิเคราะห์สัญญาณแบบซ ้าคาบ (Fourier series 

for periodic functions) ที ่มีลักษณะของสัญญาณ เป็นสัญญาณทางไฟฟ้าเช่นสัญญาณ แรงดัน 

กระแส และสัญญาณรูปคลื่นต่างๆ โดยลักษณะของสัญญาณที่พบส่วนใหญ่จะพบในงานวิศวกรรมและ

วิทยาศาสตร์ 

เมื่อก าหนดให้ f(x) เป็นสัญญาณซ ้าคาบใด ๆ ถ้า f(x+T) = f(x) เมื่อ T คือคาบของสัญญาณ

ใดที่เกิดขึ้นซ ้า ๆกันตลอดความยาว x เช่น y=  sin x คือสัญญาณที่เกิดขึ้นซ ้า ใน x กับคาบ 2  

ดังนั้นจะได้ sinx = sin (x + 2 ) = sin (x + 4 ) โดยทั่วโปถ้า y = sin t  ดังนั้นคาบของสัญญาณ

คือ  /2 สามารถแสดงดังรูปที่ 3.3 

 

 



71 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า อนุกรมฟูเรียร ์

 
 

รูปที่ 3.3 ฟังก์ชันรายคาบของรูปคลื่นสี่เหลี่ยม (Waveform of Periodic Square Waveform) 

 

ดังนั้นสามารถให้ค าจ ากัดความของรูปที่ 3.3 ได้ดังนี้ 

  




=
−
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



xwhen
xwhen

xf
,1

0,1
)(  

พ้ืนฐานของอนุกรมฟูเรียร์คือทุกฟังก์ชันของสัญญาณสามารถพิจารณาได้ในช่วง  − x  โดย

สามารถแสดงในเทอมของอนุกรมตรีโกณมิติที่คอนเวอร์เจนต์ (Convergent trigonometric series)

ที่สามารถแสดง'ใดดังสมการที่ (3.4) 

f( x ) a0 + a1cosx+a2 sinx+....+ancosnx+....+b1 sin x + b2 sin 2x +....+bn sin nx (3.4) 

 

เรียกสมการที่ (3.5) ว่าสมการอนุกรมฟูเรียร์ 




=

++=
1

)sincos()( 0
n

nxbnxaaxf nn      (3.5) 

จากสมการที่ (3.5) คืออนุกรมฟูเรียร์ตรีโกณมิติของฟังก์ชัน x ซ่ึงมีค่าสัมประสิทธิ์ a0, an และ bn โดย

จะเป็นค่าที่ได้จากการค านวณแล้วน าไปแทนค่าในสมการที่ (3.5) ในการหาค่าสัมประสิทธิ์ a0, an 

และ bn ดังสมการที่ (3.6) - (3.8) 
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เมื่อ a0, an และ bn คือสัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร์ 

 

ตัวอย่ำงที่ 3.1 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชัน f ( x ) แสดงดังรูปที่ 3.4 (Square wave function) 

เมื่อก าหนดให้ฟังก์ชัน 



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+
=
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xf
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รูปที่ 3.4 ฟังก์ชันรายคาบของรูปคลื่นสี่เหลี่ยม f(x) 

 

วิธีท ำ 

ขั้นตอนที่ 1 หาค่าสัมประสิทธิ์ a0 จากสมการที่ (3.6) 
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ขั้นตอนที่ 2 หาค่าสัมประสิทธิ์ an จากสมการที่ (3.7) 
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เมื่อแทนค่า a1, a2, a3 จะมีค่าเป็นศูนย ์

ขั้นตอนที่สอง หาค่าสัมประสิทธิ์  an  จากสมการที่ (3.7) 
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เมื่อแทน n เป็นเลขค่ี จะได้ 
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เมื่อแทน n = 3 จะได้ 
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เมื่อแทน n = 5 จะได้ 
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และค่าอ่ืนที่เป็นเลขค่ี 

และเมื่อแทน n เป็นเลขคู่ จะได้ 

 

  0
1111

=−−−+−



























=

nnnn

k
b
n 

 

 

เมื่อแทนค่า a0 , an และ bn ในสมการที่ (3.5) จะได้ 
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ตัวอย่ำงท่ี 3.2 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชันรูปคลื่นเต็มปริดจ์เรียงกระแส  
2

sin5 
=i  แสดงดังรูป

ที่ 3.5 รูปคลื่นกระแสไฟฟ้าเรียงกระแสแบบเต็มคลื่น (Full wave rectifier function) เมื่อก าหนดให้

ฟังก์ชัน 

 

 
 

รูปที่ 3.5 รูปคลื่นกระแสไฟฟ้าเรียงกระแสแบบเต็มคลื่น 

 

วิธีท ำ 

เมื่อ  
2

sin5 
=i  ที่มีการซ ้าคาบทุก ๆ 2  

ดังนั้นจากสมการที่ (5.3) สามารถเขียนในรูปของสมการอนุกรมฟูเรียร์ใหม่ได้ดังนี้ 
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เมื่อสัมประสิทธิ์ an จะได้ 
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เมื่อแทน n เป็นเลขคู่ และเลขคี่จะได้ 

 ที่  n= 1 
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เมื่อหาสัมประสิทธิ์ bn จะได้ 
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เมื่อแทนค่า n เป็นเลขคู่ และเลขคี่จะได้ bn = 0 ดังนั้นเมื่อแทนค่าสัมประสิทธิ์ต่าง ๆ ในสมการ

อนุกรมฟูเรียร์จะได้ 
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ตัวอย่ำงท่ี 3.3 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชัน แสดงดังรูปที่ 3.6 เมื่อก าหนดให้ฟังก์ชัน 

 
รูปที ่3.6 

วิธีท ำ  

จากรูปที่ 3.6 คาบเวลาจะอยู่ในช่วง − ถึง   ดังนั้นสามารถเขียนฟังก์ชันได้ดังนี้ 
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เมื่อแทน n เป็นเลขคู่ หรือค่ีจะได้ 

  an = 0 

เมื่อหาสัมประสิทธิ์ bn จะได้ 
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เมื่อแทน n เป็นเลขคู่จะได้ 
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เมื่อแทน n เป็นเลขค่ีจะได้ 
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เมื่อแทนค่าสัมประสิทธิ์ a0 และ bn ในสมการที่ (3.5) จะได้ค าตอบ 
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3.4 อนุกรมฟูเรียร์ส ำหรับฟังก์ชันไม่ซ ้ำคำบ 

รายละเอียดในหัวข้อนี้จะน าเสนอการวิเคราะห์อนุกรมฟูเรียร์ส าหรับฟังก์ชันสัญญาณทาง
ไฟฟ้าแบบไมซ่ ้าคาบท่ีสามารถแสดงได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 
ตัวอย่ำงท่ี 3.4 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชันฟันเลื่อยแสดงดังรูปที่ 3.7 
 

 
 

รูปที่ 3.7 ฟังก์ชันฟันเลื่อย 
 
วิธีท ำ 

จากสมการที่ 3.5 
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  


nbn cos
4−
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เมื่อ แทน n เป็นเลขค่ีจะได้ 

  4,1 1 == bn  
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เมื่อ แทน nเป็นเลขคู่จะได้ 
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เมื่อแทนค่า n ในค าตอบจะได้ 
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ตัวอย่ำงท่ี 3.5 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชันรูปที่ 3.8 
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วิธีท ำ 

จากสมการที่ 3.5 
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รูปที่ 3.8 
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เมื่อแทนค่า n เป็นเลขค่ี และเลขคู่จะได้ 

เมื่อแทนค่า n= 1 จะได้ 

  cos−=nb  

เมื่อแทนค่า n= 2 จะได้ 
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เมื่อแทนค่า n= 3 จะได้ 
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เมือ่แทนค่าสัมประสิทธิ์ในสมการอนุกรมฟูเรียร์จะได้ 
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ตัวอย่ำงท่ี 3.6 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชันรูปที่ 3.9 

 

 
 

รูปที่ 3.9 
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วิธีท ำ 

จากสมการอนุกรมฟูเรียร์ที่ 3.5 
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เมื่อแทนค่า n เป็นเลขคู่หรือคีจ่ะได้ 
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เมื่อแทนค่า  n เป็นเลขคู่หรือคี่ จะได้ 
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ตัวอย่ำงท่ี 3.7 จากตัวอย่างท่ี 3.6 เมื่อก าหนดให้  =  จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชัน ( )=f  

วิธีท ำ 

เมื่อ  =  ดังนั้น  ( )
2

 =f  

จากสมการค าตอบตัวอย่างที่ 3.6   
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+++−++++= 








 


 3sin

3
1

2sin
2
1

sin43cos
3
1

2cos
2
1

cos4
3

4)(
22

2
f














+++−++++= 








 


 3sin

3
1

2sin
2
1

sin43cos
3
1

2cos
2
1

cos4
3

4
22

2
2  

เมื่อแทนค่า  2
 = จะได้ 









+++++= 


 4cos

16
1

3cos
9
1

2cos
4
1

cos4
3

4 2
2  














+++−  3sin

3
1

2sin
2
1

sin4  

( )04
16
1

9
1

4
1

14
3

4 2
2




 −−++== 






 −   








 −− −++= 
16
1

9
1

4
1

14
3

2
 

−−+−=
16
1

9
1

4
1

1
12

2  
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3.5 อนุกรมฟูเรียร์ส ำหรับฟังก์ชันคู่ 

ฟังก์ชันอนุกรมฟูเรียร์ f (x) ของฟังก์ชันคู่สามารถให้ค านิยามคือ f (- x) = f (x)ส าหรับทุกค่า

ของ x โดยกราฟของฟังก์ชันคู่จะเท่ากันเสมอทั้งด้านบนและด้านล่างในแกน y ที่สามารถแสดงได้ดัง

รูปที่ 3.10 และรูปที่ 3.11 หรืออาจกล่าวได้ว่าฟังก์ชันคู่เมื่อพับสัญญาณที่จุดตัดแกนศูนย์ (ในแนวแกน

ตั้ง)  รูปสัญญาณจะเท่ากัน 

 

 
 

รูปที ่3.10 กราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 

 

รูปที ่3.11 กราฟฟังก์ชันตรีโกณมิติในหนึ่งคาบเวลา 

 

อนุกรมฟูเรียร์ฟังก์ชันคู่แบบซ ้าคาบ f (x) ที่มีคาบเวลา 2  จะประกอบด้วยเทอมของโคไซน์เพียง

อย่างเดยีวและอาจจะประกอบด้วยเทอมของค่าคงท่ี โดยสามารถแสดงได้ดังสมการที่ (3.9) 

  ( ) +


=

=
1

0 cos
n

n nxaaxf      (3.9) 

เมื่อ 

   dxxfa 
−

=




)(

2
1

0
 

-
22

x

y
y = cos x

22
x

y

y =  x 2
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หรือ 

   dxxfa =



 0

)(
2
1

0             (3.10) 

และสัมประสิทธิ์an 

   nxdxxfan cos)(
1

−

=




 

หรือ 

   nxdxxfan cos)(
2

0
=




            (3.11) 

 

ตัวอย่ำงท่ี 3.8 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ส าหรับฟังก์ชันซ า้คาบแบบคู่ดังรูปที่ 3.12 เมื่อก าหนดให้ 

  ( )







 −−−

−

−
2,2

2,2
22,2









xwhen

xwhen

xwhenxf  

เมื่อมีคาบเวลาเท่ากับ 2  

 

รูปที่ 3.12 

วิธีท ำ 

จากสมการ f(x) ของฟังก์ชันคู่ 

f(x)

x2 2- 22

2

-2
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( ) +


=

=
1

0 cos
n

n nxaaxf  

เมื่อหาสัมประสิทธิ์ของ a0 

dxxfa =



 0
)(

1
0  

   








 −+= dxdx






 2/

2

0

22
1 /

 

       0
2/

2/
0 22

1





xx +=   

   ( )   ( )  


−−+= 2
1

   

   00 =a    

เมื่อหาสัมประสิทธิ์ของan 

   nxdxxfan cos)(
2

0
=




 









 −+= nxdxnxdx cos2cos2
2

2/

2

0

/ 






 

   

























 −
+=







 2/

2/

0

sinsin4

n

nx

n

nx
 

   
( ) ( )

























































−
−+=

n

n

n

n 2/sin
0

2/sin4 


 

   
( )























= n
n2/sin24 


 

   




















= 2sin
8 



n
nan  
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เมื่อ n เป็นเลขคู่ 

   0=na    

เมื่อ n เป็นเลขค่ี 

   9,5,1
8

== nfornan 
 

และ 

   11,7,3
8

=
−

= nfornan 
 

เมื่อ 

   
 5
8

,3
8

,
8

531

−
=

−
== aaa  

ดังนั้นสามารถเขียนค าตอบได้ 

 ตอบ  ( ) 







+−+−= xxxxxf cos

7
1

5cos
5
1

3cos
3
1

cos
8


 

 

ตัวอย่ำงท่ี 3.9 จากตัวอย่างท่ี 3.8 เมื่อก าหนดให้ x = 0 จงหาอนุกรมฟูเรียรข์องฟังก์ชันคู่  

วิธีท ำ 

เมือ่ x = 0, f(x) = 2 

จากค าตอบ  ( ) 







+−+−= xxxxxf 7cos

7
1

5cos
5
1

3cos
3
1

cos
8


 

  







+−+−= 0cos

7
1

0cos
5
1

0cos
3
1

0cos
8

2


 

  +−+−= 0cos
7
1

5
1

3
1

1
8

2
 

  +−+−=
7
1

5
1

3
1

1
4


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ตัวอย่ำงที่  3.10 จงหาอนุกรมฟูเร ียร์ของฟังก ์ช ัน ( )
2

 =f และคาบเวลาที ่อย ู ่ ในช ่วง 

2
 =− และ คาบเวลาของสัญญาณเท่ากับ 2/r และรูปของสัญญาณแสดงดังรูปที่ 3.13 

 

รูปที่ 3.13 

วิธท ำ 

จากสมการ f (x) ของฟังก์ชันคู่ 

( ) +


=

=
1

0 cos
n

n nxaaxf  

เมื่อหาสัมประสิทธิ์ของ a0 






dfa =

0
)(

1
0  

   




dfa =

0

21
0  





 0

2

3
1









=  

   
3

2

0


=a  

เมื่อหาสัมประสิทธิ์ของ  an 






dnfa
n

cos)(
1

0
=  

--2 2

2
2
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   




dnf cos)(
2

0
=  





 0

2

32

sin2cos2sin2








−+=

nnn
n

 

( )















−−+= 00

cos2
0

2
2n

n


 

   n
n

a
n

cos
4

2
=  

เมื่อแทนค่า n เป็นเลขคู่จะได้ 

เมื่อ n= 1 

   
1
4

1

−
=a  

เมื่อ n=3 

   
23
4

3

−
=a  

เมื่อ n=5 

   
25
4

5

−
=a  

 

เมื่อแทนค่า n เป็นเลขคู่จะได้ 

เมื่อ n=4 

   
24

4
4
=a  

เมื่อเขียนค าตอบของสมการอนุกรมฟูเรียร์จะได้ 

ตอบ ( )













+−+−−= ..5cos

5

1
4cos

4

1
3cos

3

1
2cos

2

1
cos

3 2222

2

4 


f  
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3.6 อนุกรมฟูเเรียร์ส ำหรับฟังก์ชันคี่  

ฟังก์ชันอนุกรมฟูเเรียร์ f (x) ของฟังก์ชันคี่สามารถให้ค านิยามคือ f(-x) = -f(x) โดย ฟังก์ชันคี่

ของสัญญาณที่ซ ้าคาบเมื่อพับสัญญาณที่จุดตัดแกนศูนย์ (ในแนวแกนตั้ง) รูปสัญญาณจะไม่เท่ากัน 

และสามารถแสดงได้ดังรูปที ่3.14 และรูปที ่3.15 

 

 
 

รปูท่ี 3.14  
 

 
 

รูปที่ 3.15 

 

กรณีอนุกรมฟูเรียร์ที่เป็นฟังก์ชันคี่สามารถเขียนสมการได้ดังสมการที่ (3.12) โดยจะมีเฉพาะเทอม 

สัมประสิทธิ์ค่า bn 

( ) 


=

=
1

cos
n

n nxbxf  (3.12) 

nxdxxfbn sin)(
1

−

=






 

หรือ 

nxdxxfbn sin)(
2

0

=




 (3.13) 

22 2- 22

y
y = cos x

y

0
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ตัวอย่ำงท่ี 3.11 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชัน ดังรูปที่ 3.16 

 
 

รูปที่ 3.16 

วิธีท ำ 

จากสมการที่ (3.12) เมื่ออนุกรมฟูเรียร์เป็นแบบฟังก์ชันคี่และสามารถเขียนเงื่อนไขของสัญญาณได้ 

   ( )


 


=

−− 0,2
0,2

xwhen
xwhen

xf



 

 

หาค่าสัมประสิทธ์จากสมการที่ (3.13) 

   nxdxxfbn sin)(
2

0
=




 

   nxdxsin2
2

0
=




 

   


 0

cos4





−
=

n

nx
 

   























−=

−

nn

nx 1cos4


 

   ( )


n
n

bn cos1
4

−=  

เมือ่แทนค่า n เป็นเลขคู่จะได้ 

2

-2

f(x)

x--2 2
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bn = 0 

เมื่อแทนค่า n เป็นเลขค่ีจะได้ 

   ( )( )11
4

−−=
n

bn  

   
n

bn
8

=  

เมื่อแทนค่า n = 1 จะได้ 

   


8
1 =b  

เมื่อแทนค่า n = 3 จะได้ 

   
3
8

3 =b  

เมื่อแทนค่า n = 5 จะได้ 

   
5
8

5 =b  

ดังนั้นสามารถเขียนค าตอบของสมการอนุกรมฟูเรียร์แบบฟังก์ชันคี่จะได้ 

ตอบ    ( ) 







++++= xxxxxf 7sin

7
1

5sin
5
1

3sin
3
1

sin
8


 

 

3.7 อนุกรนฟูเรียร์ส ำหรับฟังก์ชันครึ่งคล่ืน  

เมื่อฟังก์ชันถูกก าหนดย่านจาก 0 ถึง n และสามารถแทนได้ในช่วง 0 ถึง 2 กรณีที่ 1 ฟังก์ชันในรูป

ของโคไซน์ เมือ่ f(x) = x แสดงไดด้ังรูปที ่3.17 

 

 
 

รูปที่ 3.17 
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สมการกรณีอนุกรมฟูเรียร์แบบสัญญาณซ า้คาบแบบครึ่งคลื่น 

( ) 


=

=
1

0 cos
n

n nxaaxf  (3.14) 

dxxfa =



 0

)(
1

0  (3.15) 

nxdxxfan cos)(
2

0

=




 (3.16) 

 

ตัวอย่ำงท่ี 3.12 จงหาค่าอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชัน f(x) = 3x เมือ่ช่วงของสัญญาณ      0  x ดังรูป

ที ่3.17 

วิธีท ำ 

จากสมการ (3.14) 

   ( ) 


=

=
1

0 cos
n

n nxaaxf  

หาค่าสัมประสิทธิ์ a0จากสมการ (3.15) 

dxxfa =



 0

)(
1

0  

   xdx=



 0

3
2

 

   


 02
2 2







=

x
 

   
2

3
0


=a  

หาค่าสัมประสิทธิ์anจากสมการ (3.16) 

nxdxxfan cos)(
2

0
=




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

 0
2

cossin6



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
+=

n

nx

n

nxx
 

   























+−+=
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0cos
0

cossin6
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nx

n

nxx


 

   







−+=

22

0coscos
0

6
n

n

n

n


 

   ( )1cos
6

2 −= 


n
n

an  

เมื่อแทนค่า n เป็นเลขคู่จะได้ 

  0=na  

เมื่อแทนค่า n เป็นเลขค่ีจะได้ 

  ( )
22

12
11

6
nn

an


−
=−−=  

เมือ่แทนค่า n = 1 จะได้ 

  


12
1

−
=a  

เมื่อแทนค่าn = 3 จะได้ 

  23 3
12



−
=a  

เมื่อแทนค่า n = 5 จะได้ 

  25 5

12


−
=a  

ตอบ ( ) 







+++−== xxxxxf 5cos

5
1

3cos
3
1

cos
12

2
3

3
22


 

กรณีท่ี 2 ฟังก์ชันในรูปของไซน์ เมื่อ f(x) = x 
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3.8 กำรประยุกต์ใช้อนุกรมฟูเรียร์ในวงจรไฟฟ้ำ 

การประยุกต์ใช้อนุกรมฟูเรียร์ในการวิเคราะห์วงจรไฟฟ้า บางครั้งแหล่งจ่ายแรงดันของ

วงจรไฟฟ้า อาจจะไม่เป็นไซน์ (Non-sinusoidal function) แต่ฟังก์ชันที่จะวิเคราะห์จะต้องเป็น

สัญญาณแบบซ า้คาบ (Periodic function)โดยสามารกพิจารณากระบวนการในการหาค่าได้สี่ขั้นตอน 

ดังนี้  

ขั้นตอนที่ 1 แสดงสมการในรูปของอนุกรมฟูเรียร์ 

ขั้นตอนที่ 2 แปลงวงจรในรูปของเวลาไปสู่วงจรในรูปของความถ่ี 

ขั้นตอนที่ 3 หาผลตอบสนองอันดับหนึ่งของ องค์ประกอบอนุกรมฟูเรียร์ในรูปของไฟฟ้า

กระแสตรง และกระแสสลับ 

ขั้นตอนที่ 4 รวมองค์ประกอบอนุกรมฟูเรียร์ในรูปของไฟฟ้ากระแสตรงและกระแสสลับ 

ดังนั้นสามารถแสดงแรงดันในรูปของสัญญาณที่ไม่เป็นไซน์และซ ้าคาบ ดังสมการที่ (3.17) เมื่อเริ่มต้น

ค านวณให้พิจารณาวงจรพื้นฐานในรูปที่ 3.18 (a) ที่ประกอบด้วยวงจรเชิงเส้น และแหล่งจ่ายแรงดัน

แบบซ า้คาบ 

  ( ) ( )


=

+=
1

0 0cos
n ntnVVtv n      (3.17) 

จากรปูที3่.18 (b) เมื่อแรงดัน v(t) ประกอบดัวยสองส่วนคือองค์ประกอบแรงดันกระแสตรง V0 

และองค์ประกอบของแรงดันกระแสสลับที่ล าดับฮาร์มอนิกต่าง 
nnn

VV =


 และสามารถเขียน

สมการของกระแสได้ดังสมการที่ (3.18) 

 

  ( ) ( ) ( ) ( ) +++= tititiii 210  

 

 ( )


=

+=
1

0 0cos
n n ntnIi       (3.18) 
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(a)                                                 (b)  

 

รูปที่3.18 (a) วงจรลิเนียร์กับแหล่งจ่ายซ า้คาบ (b) วงจรอนุกรมฟูเรียร์แสดงในรูปของเวลา 

 

ตัวอย่ำงท่ี 3.13 จงหาค่าอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชัน V0 (t)เม่ือก าหนดให้ 

( ) 


=

−=+=
1

12,sin
12

2
1

ks
kntnntv 


 ดังรูปที่ 3.19 

 

 
 

รูปที่ 3.19 วงจรอนุกรม RLส าหรับตัวอย่างที่ 3.13 

 

วิธีท ำ 

จาก  ( ) 


=

−=+=
1

12,sin
12

2
1

ks
kntnntv 


 

เมื่อความถี่ sradnnn /0  ==  

+
-

+
v  (t) v  (t)

R = 5

L = 2Hs o
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s

n

n V
LjR

Lj
V





+
=0

 

  sVnj
nj





25
2

+
=  

เมื่อองค์ประกอบของกระแสตรง ( )00 == nor
n

  

  02
1

0 ==  VV
s

 

เมื่อตัวเหนี่ยวน าลัดวงจร 

  90
2

−=
nV

s
 

และเม่ือแทนค่า 
s
V เพ่ือหาผลตอบสนองของ 

0
V จะได ้

  






= −

+

−

−





90
2

5/2tan425

902
1220 



nnn

n
V  

  
22425

5/2tan4 1





n

n

+


−

=  

และเม่ือแปลงค่า 
0
V ให้อยู่ในรูปของเวลา จะได้ 

  ( ) 12,
5

2
tancos

425

4 1

1 220
−=

+







 −=
−



=

kn
n

tn
n

tV
k





 

 

เมื่อแทนค่าล าดับฮาร์มอนิกส์ 3 ค่า จะได้(k = 1, 2, 3 or n = 1, 3, 5)ของฮาร์มอนิกส์ล าดับคี่จะได้ 

  ( ) ( ) ( ) 14.753cos2051.049.51cos4981.0
0

−+−= tttV   

 

   ( ) Vt 

+−+ 96.805cos1257.0   



103 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า อนุกรมฟูเรียร ์

ตัวอย่ำงท่ี 3.14 จงหาผลตอบสนองของกระแส i0 (t) ของวงจรในรปูที่ 3.20 

 
รูปที่ 3.20 

เมื่อก าหนดให้แรงดันด้านเขา้ของวงจรมีค่าเท่ากับ ( )
( ) ( )ntnnt
n

tV
k

n
sincos12

1
1

1
20




=

−

+
=  

วิธีท ำ 

จากสมการ 







−

−=+=

n

n
nnn a

b
baA n

122 tan,   

ดังนั้นสามารถเขียนสมการแรงดัน v(t) ได้ใหม ่

  ( )
( ) ( )



=

−
−

+

−
+=

1

1tancos
1

12
1

2k
ntn

n
tV

n

 

  ( ) ( ) 45.632cos8944.045cos414.11 −+−−= tt  

  ( ) ( ) 

+−−+− 7.784cos4851.056.713cos6345.0 tt  

เมื่อก าหนดให้ snn /rad,10  =  ดังนั้นสามารถหาค่าอิมพีแดนซ์ของวงจรไดดั้งนี้ 

  ( )4//24
n

jZ +=  

  
24

8
4

n

n

j

j





+
+=  

  
n

n

j

j





+

+
−

2

88
 

ดังนั้นจะได้กระแสอินพุท 

  V
j

j

Z
V

I
n

n





+

+
==

2

88
 

+
-v(t) 2H

i (t)

i (t)

o
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24
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เมื่อ V คือเฟสเซอร์ของแหล่งจ่ายแรงดัน 

เมื่อใช้กฎการแบ่งกระแส 

  I
j

I
n 24

4
0

+
=  

  
44 nj

V
+

=  

เมื่อ nn = ดังนั้นสามารถหา 0
I ได้ดังนี ้

nn
V

I 1tan14 20 −
+

=  

ส าหรับองค์ประกอบแรงดันกระแสตรงเมื่อ 00 = หรอื 0=n  

  
4
1

4
1 0 === 

V
IV  

ส าหรับล าดับฮาร์มอนิกส์ใดๆ 

( )
n

n
V

n
1tan

1
12

2

−


+

−
=  

ดังนั้น 

  
( )

n
nnn

V
I

n
1

1 tan
1

12
tan14 220

−

−


+

−

+
=  

  
( )

( )212
1
n

n

+

−
=  

เมื่อเขียนค าตอบในรูปแบบของโดเมนเวลาจะได้ 

( )
( )

( )


= +

−
+=

1
2 Acos12

1
4
1

0 n
tnnti

n
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แบบฝึกหัดบทท่ี 3 

3.1 จงหาค่าอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชันซ า้คาบจากสมการ 

  


 −−

+
=

0,2
0,2

)(
xwhen
xwhen

xf



 

              เมื่อมีคาบเท่ากับ 2  

3.2 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของรูปคลื่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ดังรูปที่ 3A 

 

รูปที่ 3A 

เมื่อก าหนดให้ 







−−

−

−−=

12,0

11,0
11,)(

t

t
tkxf  

3.3 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของรูปคลื่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ดังรูปที่ 3B เมื่อก าหนดให ้

 


 −


=

02/,0
2/0,sin

)(
t
TttE

tu



 

เมื่อ 


2
=T  

 

รูปที่ 3B 

T = 4

f(t)

t-2 -1 1 20

T

u(t)

E

t0
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3.4 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชัน ดังรปูที ่3C 

 

 
รูปที่3C 

 

3.5 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชัน ดังรูป3D เมื่อ f (x) = x +  ถ้า  − x  

 

 
รูปที่3D 

 

3.6 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชันสี่เหลี่ยมที่แสดง ดังรปูที่.3E 

 

 

รูปที่ 3E 

 

 

 

f(t)

t-2 -1 1

1

2 30

f(x)

xx-x 0

f(t)

-2 -1 1

1

-1

2 30
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3.7 จงหาอนุกรมฟูเรียร์ของฟังก์ชันดังรูปที่ 3F เมื่อ A =5 และ T= 2  

 

 

รูปที่ 3F 

 

3.8 ถ้าก าหนดฟังก์ชันฟันเลื่อยมีค่าแรงคันท่ีแหล่งจ่าย ( ) −


=

=
1

2sin
16

3
k

tnntV
s




 

       จงหาแรงดันตกคร่อมตัวเก็บประจุ ( )tV
0

ดังรูปที่ 3G 

 

รูปที่ 3G 

 

 

 

 

 

 

 

 

f(t)

0-T
T

A

-A
t

+
-

2

1F v (t)ov (t)s
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บทที่ 4 

การแปลงฟูเรียร์ 
4.1 บทน า 

อนุกรมฟูเรียร์ที่น ำเสนอในฟังก์ชันสัญญำณที่ซ ้ำคำบคือผลรวมของสัญญำณไซน์ที่สเปกตรัม 

ควำมถี่ต่ำง ๆ กำรแปลงอนุกรมฟูเรียร์นอกจำกจะแปลงฟังก์ชันที่ซ ้ำคำบได้อีกทั้งยังสำมำรถแปลง

ฟังก์ชันที่ไม่ซ ้ำคำบได้เหมือนกัน ดังนั้นค ำนิยำมของกำรแปลงฟูเรียร์คือ กำรอินทิเกรตของฟังก์ชันที่ไม่

ซ ำ้คำบของฟังก์ชันอนุกรมฟูเรียร ์

4.2 นิยามการแปลงฟูเรียร์ 

นิยำมโดยปกติแล้ว "กำรแปลงฟูเรียร์" หมำยถึงกำรแปลงฟูเรียร์ต่อเนื่อง ซ่ึงเป็นกำรเขียน

แทนด้วย ฟังก์ชัน f (t) ที่สำมำรถหำอนุพันธ์ของก ำลังสองได้ด้วยผลบวกของ ฟังก์ชันเอกซ์โปเนนเชียล

เชิงซ้อน ซึ ่งมีควำมถี่เช ิงมุม   และ ขนำดหรือแอมปลิจูด (Amplitude) เป็นจ ำนวนเชิงซ้อน 

( )F  

ควำมสัมพันธ์กำรแปลงกลับฟูเรียร์แบบต่อเนื่อง (Inverse Fourier transform) ส่วนกำร

แปลงฟูเรียร์นั้นปกติจะเขียน ( )F ในรูปของ f(t) คู่ของฟังก์ชันดังเดิม และผลของกำรแปลงของ

ฟังก์ชันนั้นบำงครั้งก็เรียก คู่ของกำรแปลง (Transform pair) ดูข้อมูลเพิ่มเติมที่ กำรแปลงฟูเรียร์

ต่อเนื่อง ภำคขยำยของกำรแปลงนี้คือ กำรแปลงฟูเรียร์แบบไม่เป็นจ ำนวนเต็ม (Fractional Fourier 

transform) ซึ่งค่ำยกก ำลังของกำรแปลงหรือจ ำนวนกำรแปลงซ ้ำ นั้นไม่จ ำเป็นจะต้องเป็นจ ำนวนเต็ม 

สำมำรถเป็นค่ำจ ำนวนจริงใด ๆ  

เมื่อ f(t) เป็นฟังก์ชันคู่ (ฟังก์ชันคี่) เทอม ไซน์ (โคไซน์) จะไม่ปรำกฏซ่ึงคงเหลือไว้แต่ กำร

แปลงโคไซน์ และกำรแปลงไซน์ตำมล ำดับ อีกกรณีหนึ่งคือ เมื่อ f (t) เป็นฟังก์ชันค่ำจริง จะท ำให้และ

สำมำรถแสดงสมกำรของกำรแปลงฟูเรียร์ได้ดังสมกำรที่ (4.1) และ (4.2) ตำมล ำดับ 

  ( ) 


−=

=
n

tjnectF n
0       (4.1) 

( ) ( ) dtectf
T

tF tjn
T

T
n

0

2/

2/

1 


−

=      (4.2) 
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รูปที่ 4.1 (a) แสดงฟังก์ชันไม่ซ ำ้คำบ (b) แสดงฟังก์ชัน f(t) ของฟังก์ชันในรปู (a) 

 

เมื่อควำมถี่มูลฐำนสำมำรถแสดงไดด้ังสมกำรที่ (4.3) 

T



2

0 =       (4.3) 

ช่วงของสัญญำณฮำร์มอนิกส์แสดงดังสมกำรที่ (4.4) 

( ) Tn



2

1 000 ==−+=      (4.4) 

พิจำรณำในรปูที่ 4.2 แสดงผลของกำรเพิ่มข้ึนของคำบเวลำ T บนขนำดสเปกตรัมต่ำง ๆ 

 

 
 

รูปที ่4.2 แสดงผลกำรเพ่ิมข้ึนของคำบเวลำของสัญญำณพลัส 

 

เมื่อแทนค่ำสมกำรที่ (4.2) ลงในสมกำรที่ (4.1) และจะได้สมกำรที่ (4.5) 

A

-T T

A

t

t

p(t)

f(t)
(a)

(b)

0

0

T = 1

T = 2

T = 10

= 0.2

 0.2

= 0.2

= 0.2

-5

2

0 5 Hz

-5 0 5 Hz

-5 0 5 Hz
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( )

( )

( ) ( )
/ 2

/2

/2

/2

/2

/2

0 0

0 0

0 0

1

2

1

2

T

T

T

T

T

T

jn t jn t
F t f t e dt e

Tn

jn t jn t
f t e dt e

n

jn t jn t
f t e dt e

n

 

 



 




−

−

−



=− 



=− 



=− 

 
=   
 


  
=   

  
 
=   
  







           (4.5)

  

ถ้ำให้ →T  ผลรวม จะกลำยเป็นกำรอินทิเกรตและกำรเพ่ิมขึ้นของ ( )  จะเป็นกำรแยกดิฟ

เฟอร์เรียลเชียล d  และสัญญำณค่ำฮำร์มอนิกส์ไม่ต่อเนื่อง (Discrete) n  จะกลำยเป็นควำมถี่

ต่อเนื่อง   ดังนั้นจะ เป็น T →  ที่สำมำรถแสดงได้ในสมกำรที่ (4.6) 












 


−=



−







n

n
d




0

             (4.6) 

และเม่ือแทนค่ำสมกำร (4.6) จะกลำยเป็นสมกำรที่ (4.7) 

( ) ( )  


 dedtetftf tjntjn 00

2
1
 


−



−

=      (4.7) 

เทอมของกำรแปลงฟูเรียร์ f(t) สำมำรถเขียนแทนด้วย ( )F  ดังแสดงสมกำรกำรแปลงฟูเรียร์ ใน

สมกำรที่ (4.8) 

เมื่อ F  คือ ตัวด ำเนินกำรในกำรแปลงฟูเรียร์ 

( ) ( ) ( )0

j tF t t f t e dt 


−

−

= − F       (4.8) 

จำกสมกำร (4.7) สำมำรถเขียนใหม่ได้ 

( ) ( ) ( )1 1

2

j tf t F f t e dt




− −

−

=    F      (4.9) 

หรือกำรแปลงฟูเรียร์ฟังก์ชันสำมำรถเขียนได้ดังสมกำรที่ (4.10) 

( ) ( )Ftf =        (4.10) 
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ตัวอย่างที ่4.1 จงแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชัน ( )
0tt −  

วิธีท า ส ำหรับสมกำรอิมพลัส 

( ) ( ) ( ) 0

0 0

j tj tF t t t t e dt e
  



−−

−

= − − =F  (A4.1) 

และเปน็คุณสมบัติกำรเลื่อนของอิมพลัสฟังก์ชันในกรณีที่ t0 = 0 ดังนั้นจะได้ 

 

             ( ) 1t =  F  (A4.2) 

และสำมำรถหำกำรแปลงฟูเรียร์ได้สองแบบ 

   ( ) ( )0 −=F  

   ( ) ( ) 


 detf tj

02
1

−=  

   ( )
tjetf 

2
1

=  

      ( )0

0
2

j t
e

     = − F                                         (4A.3) 

   ( )  1 1t −=F  

เมื่อใช้กำรแปลงกลับฟูเรียร์ในสมกำรที ่(4.9) 

  ( )  1 1
1 1

2

j tt e d 




−

−

= = F  

หรือ 

( )tde tj


 21 =


−

      (4A.4) 

( )
 21 =



−

dte tj
      (4A.5) 

( )1

0
2j t j t j te e e dt     



− −

−

  = = −  F  



113 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า การแปลงฟูเรยีร ์

( )0

0
2

j t
e


    = − F      (4A.6) 

      ( )0

0
2

j t
e


  −  = + F                                          (4A.7) 

   ( )1 2  =F  (4A.8) 

โดยใช้ผลของสมกำรที่ (4A.6) และ (4A.7) จะได้ 

( ) ( )

0 0

0 0

0
cos

2

1 1

2 2

0 0

j t j t

j t j t

e e
t

e e

 

 



     

−

−

 +  =      



    = +   




= − + + 




F F

F F
        (4.11) 

กำรแปลงฟูเรยีร์ของสัญญำณโคไซน์แสดงดังรปูที่ 4.3 

 
 

รูปที่ 4.3 กำรแปลงฟูเรียร์ 

ตัวอย่างที่ 4.2 จงแปลงฟูเรียร์ของสัญญำณสี่เหลี่ยมโดยมีควำมกว้ำงของพลัส   และควำมสูง A 

แสดงในรปูที ่4.4 

 
รูปที่ 4.4 สัญญำณสี่เหลี่ยมส ำหรับตัวอย่ำงที่ 4.2 

0 0

1

f(t) F(   )

t - 0 0

2 2

f(t)
A

0 0
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วิธีท า 

    ( ) 
−

−
=

2/

2/






 dtAeF tj  

  
2/

2/







 −

−
=

tje
j
A  

  







−

−
=

j

eeA
tjtj

2
2

2/2/ 


 

  
2/

2/sin




A=  

  
2

sin


 cA=  

  ( )  cF sin20=  

และสำมำรถแสดงสเปกตรัมของฟังก์ชัน ( )F ดังรูปที่ 4.5 

 
รูปที่ 4.5 สเปกตรัมของสัญญำณสี่เหลี่ยมส ำหรับตัวอย่ำงที่ 4.2 

ตัวอย่างท่ี 4.3 จงแปลงฟูเรยีร์ของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลดังรูปที่ 4.6 

 

 
รูปที่ 4.6 

-2 2 3-3 -

F (    )
20

0

0

1

f (t)

t

e-at
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วิธีท า จำกรูปที่ 4.6 

  ( ) ( )






 
−



==
−

0,

0,0
1

te

t

at

tuetf at
 

เมื่อ 

  ( ) ( )


−

−
= dtetfF tj

  

  


−−
=
0

dtee taat   

  
+ 








−

+

−
=

0

1 tja

e
ja




 

  
ja+

=
1

 

 

4.3 คุณสมบตัิของการแปลงฟูเรียร์  

เรำสำมำรถหำประโยชน์จำกกำรแปลงฟูเรียร์ในกำรเปลี่ยนรูปของฟังก์ชันส ำหรับ ฟังก์ชัน

พ้ืนฐำน และแต่ละคุณสมบัติสำมำรถแสดงดังหัวข้อย่อยต่อไปนี้  

4.3.1 คุณสมบตัิเชิงเส้น 

ถ้ำ ( )1F  และ ( )2F  เป็นกำรแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชัน ( )tf1  และ ( )tf1  ดังนั้น

สำมำรถแสดง ได้ดังสมกำรที่ (4.12) 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2a f t a f t a F a F  + = + F    (4.12) 

 

โดยนิยำมได้ดังสมกำรที่ (4.13)  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

j t

j t j t

a f t a f t a f t a f t e dt

a f t e dt a f t e dt

a F a F



 

 



−

 

− −

−

− −


    + = +
    




= + 


= + 





 

F

 (4.13) 

ส ำหรับกรณีตัวอย่ำง ( )tjtj ee
j

t 


−
−=

2
1

sin
0

 โดยใช้คุณสมบัติ เชิงเส้นจะได้สมกำรที่ (4.14) 

    ( ) ( ) tjtj eFeF
j

tF 


−
−=

2
1

sin
0

 

   ( ) ( ) 00 


+−−=
j

 

  ( ) ( ) 00  −++= j                      (4.14) 

 

4.3.2 คุณสมบัติการแบ่งเวลา  

 ถ้ำก ำหนดให้ ( ) ( )F f t =   F  ดังนั้นแสดงได้ดังสมกำรที่ (4.15) 

  ( )
1

f t F
a a

 
=    

 
F              (4.15) 

เมื่อท ำกำรเปรียบเทียบ 1a  สำมำรถแสดงควำมถี่ของกำรแบ่งเวลำได้ดังนี้ 

  ( ) ( ) j tf at f at e dt



−

−

=   F                     (4.16) 

ถ้ำก ำหนดให้ atx =  ดังนั้น dtadx =  และจะได ้

               ( ) ( )
1j xta dx

f at f x e F
a a a

 


−

−

 
= =    

 
F  (4.17) 

กรณีศึกษำเมื่อสัญญำณสี่เหลี่ยม p(t) ในตัวอย่ำงที่ 4.2 
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  ( ) sin
2

p t A c


=  F                               (4.18a) 

และเม่ือใช้สมกำรที่ (4.15) 

  ( )2 sin
2

p t A c


=  F           (4.18b) 

และจะเป็นประโยชน์มำกในกำรวำด p(t) ดังรูปที่ 4.7 (a)  และ  p(2t)  ซึ่งกำรแปลงฟูเรียร์ เมื่อ 

  ( )






 −

= 22
,

,0

 tA

otherwise
tp            (4.19a) 

เมื่อแทนค่ำ t = 2t จะได้ 

 ( )






 






  −

=

−

= 44
,

,0
2

2
2

,

,0
2

 tA

otherwise

tA

otherwise
tp          (4.19b) 

 

ดังนั้น p(2t) สำมำรถแสดงกำรแปลงฟูเรียร์ได้ดังรูปที่ 4.7 (b)  

 

รูปที่ 4.7 ผลของกำรเลื่อนสเกลเวลำ (a) กำรแปลงสัญญำณพลัส 

 (b) สัญญำณเมื่อแสดงในรูปของควำมถี่ 

 

(a)

(b)

4

2

2

311

4 2 440

2 20 0

0

-2-3-

A

A
A

A
2

[p(2t)]

[p(t)]
p(t)

p(2t)

f

ft

t
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4.3.3 คุณสมบัติของการเลื่อนของเวลา 

ถ้ำ ( ) ( )F f t =   F  ดังนั้นสำมำรถแสดงไดใ้นสมกำรที่ (4.20) 

  ( ) ( )0
0

j t
f t t e F




−
− =  F            (4.20) 

คือกำรหน่วงเวลำในรูปของโดเมนเวลำที่จะเกี่ยวข้องกับกำรเลื่อนเฟสในโดเมนควำมถี่ เพื่อที่จะหำ

คุณสมบัติของกำรเลื่อน จึงก ำหนดให้ดังสมกำรที่ (4.21) ถ้ำก ำหนดให้ x = t – t0 ดังนั้น dx = dt 

ดังนั้นจะได้ดังสมกำรที่ (4.22) 

( ) ( ) ( )0

0

j x t
f t t f x e dx

 +


−

−

− =   F  

       ( )
( )




−

−− +

= dxexfe txjtj 00 

          (4.21) 

          ( )
 Fe tj 0−

=  

ในท ำนองเดียวกัน ( ) ( )0

0

j t
f t t e F

 + =  F  

กรณีศึกษำส ำหรับตัวอย่ำงที่ 4.3 

( )
1ate u t

a j

−  =  +
F  (4.22) 

กำรแปลง ( ) )2(
)2(

−=
−−

tuetf
t

 จะได้ดังสมกำรที่ (4.23) 

( )
2

( 2) ( 2)
1

t

je
F e u t

j






−
− − = − =  +

F   (4.23) 

 4.3.4 คุณสมบัติการเลื่อนความถี่  

 เมื่อก ำหนดให้ ( ) ( )F f t =   F  ดังแสดงในสมกำรที่ (4.24) 

( ) ( )0

0
t

f t e F
  −  = − F  (4.24) 

ควำมหมำยของกำรเลื่อนควำมถี่ในโดเมนของควำมถ่ีจะต้องมีกำรเลื่อนเฟสของเวลำโดยสำมำรถให้ค ำ

จ ำกัดควำมดังสมกำรที่ (4.25) 
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( )

( )

( ) 0 00

0 0

0

t j t t

j t j t

j
f t e f t e e dt

f t e e dt

F

  

 

 

−


− −  

  
  


−

−

= 



=  


= − 


F

 (4.25) 

ส ำหรับกรณีศึกษำ ( )tjtj eet 00

2
1

cos
0




−
+=  โดยใช้คุณสมบัติของสมกำรที ่ (4.24) และจะได้

ผลลัพธ์ดังสมกำรที่ (4.26) 

( ) ( ) ( )0 0
1 1

cos
0 2 2

j t j t
f t t F t e F t e

  −     = +    
F   

           ( ) ( )02
1

2
1

 ++−= F  (4.26) 

 

 

 

รูปที่ 4.8 ขนำดสเปกตรัม (a) สัญญำณ f (t)  

                  (b) กำรมอดดูเลตสัญญำณ ( ) 0cosf t t   
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4.3.5 อนุพันธ์ของเวลา 

 เมื่อก ำหนดให้ ( ) ( )F f t =   F  

( ) ( )'f t j F =  F  (4.27) 

และกำรเปลี่ยนรูปลำปลำซสำมำรถหำได้โดย 

( ) ( ) ( )1 1

2

j tf t F F e d  




−

−

=   F  (4.28) 

และจำกสมกำรที ่(4.28) เมื่อท ำกำรดิฟเฟอร์เรลเชี่ยลทั้งสองข้ำงจะได้ 

  ( ) ( ) ( ) 


  FFdeF
j

tf j
tj 1

2
' −



−

==   

หรือ 

( )  ( )FtfF j='  (4.29) 

 

เมื่อประยุกต์สมกำรที่ (4.29) ไปใช้งำนจะได้สมกำรที่ (4.30) 

( ) ( ) ( ) ( )n n
f t j F   =

 
F  (4.30) 

 

กรณีศึกษำถ้ำก ำหนดให้ ( ) ( )tuetf tj
=  ดังนั้นจะได้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' at at atf t ae u t e t af t e t − − −= − + = − +  F  (4.31) 

 

และเม่ือท ำกำรแปลงฟูเรียร์ของเทอมแรกและเทอมสุดท้ำย จะได้ 

( ) ( ) ( )



ja

FaFFj
+

=+−=
1

1  (4.32) 
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4.3.6 อินทิเกรตเวลา 

กำรวิเครำะห์แบบฟูเรียร์ เป็นเครื่องมือส ำคัญที่ช่วยเชื่อมโยงระหว่ำงโดเมนเวลำ และโดเมน

ควำมถี่เข้ำด้วยกัน โดยเฉพำะเมื่อพิจำรณำถึงกระบวนกำรอินทิเกรตเวลำ (Time Integration) ซึ่ง

สะสมพฤติกรรมของสัญญำณหรือระบบพลวัตตลอดช่วงเวลำที่ผ่ำนมำ คุณสมบัติกำรอินทิเกรตใน

โดเมนเวลำนี ้ไม ่เพียงแต่ช่วยให้เรำเข้ำใจกำรตอบสนองของระบบ และมีบทบำทส ำคัญทำง

คณิตศำสตร์ที่ส่งผลโดยตรงต่อโครงสร้ำงสเปกตรัมควำมถ่ี เช่น กำรลดทอนสัญญำณรบกวนควำมถี่สูง 

และกำรแปลงสมกำรเชิงอนุพันธ์ให้อยู ่ในรูปพีชคณิตที ่ง่ำยต่อกำรค ำนวณ กำรท ำควำมเข้ำใจ

ควำมสัมพันธ์ระหว่ำงกำรอินทิเกรตเวลำ และกำรแปลงฟูเรียร์จึงส ำคัญในกำรวิเครำะห์ระบบ ควบคุม

อัตโนมัติ และประมวลผลสัญญำณดิจิทัล 

 เมื่อก ำหนดให้ ( ) ( )F f t =   F  

( )
( )

( ) ( )0

t F
f t dt F

j


  



−

−

 
= + 

 
F   (4.33) 

ถ้ำแทน    ด้วย 0 ลงในสมกำรที่ (4.8) จะได้ 

( ) ( )


−

= dttfF 0  (4.34) 

( ) ( ) ( )
1

t

u t f t dt
j

 


−

−

 
= = +    

 
F F  (4.35) 

 4.3.7 ทฤษฎีของ Reversal 

 คุณสมบัติกำรกลับเวลำ (Time-Reversal Property) ในกำรวิเครำะห์แบบฟูเรียร์ก ำหนดให้ 

เมื่อสัญญำณในโดเมนเวลำถูกกลับทิศทำงเป็น ( )x t−  สเปกตรัมในโดเมนควำมถี่จะสะท้อนกลับ

เป็น ( )x −  ด้วยเช่นกัน คุณสมบัตินี้มีบทบำทส ำคัญในกำรวิเครำะห์ควำมสมมำตรของสัญญำณ 

เช่น กำรจ ำแนกฟังก์ชันคู่ และฟังก์ชันคี่ ตลอดจนช่วยอธิบำยพฤติกรรมเชิงสเปกตรัม และกำร

เปลี่ยนแปลงของระบบในงำนประมวลผลสัญญำณได้อย่ำงแม่นย ำ 

 เมื่อ       ( ) ( )f t =   F F   

ดังนั้นจะได ้

( ) ( ) ( )f t F F − = − =  F  (4.36) 
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ส ำหรับตัวอย่ำงที่ 1 เมื่อ 1 = u(t) + u(-t) และท ำกำรแปลงฟูเรียร์จะได้ 

    ( ) ( )1 u t u t= + − −      F F F  

   ( ) ( )





−+−+=
jj
11  

   ( )2=  

 4.3.8 คุณสมบัติของสัญญาณแบบคู่ 

 คู่สมบัติของสัญญำณแบบคู่ ถ้ำ ( )F คือกำรแปลงฟูเรียร์ของ ( )tf ดังนั้นกำรแปลงฟู

เรียร์ของ ( )tF  คือ ( ) −f2  และสำมำรถเขียนสมกำรได้ดังสมกำรที่ (4.37) 

( ) ( ) ( ) ( )2f t F F t f  =  = −      F F  (4.37) 

เมื่อแสดงในรูปของคุณสมบัติที่สมมำตรของกำรแปลงฟูเรียร์ และสำมำรถเขียนใหม่ได้ 

  ( ) ( ) ( )1 1

2

j tf t F F e d  




−

−

= =   F  

หรือ 

( ) ( ) 



 deFtf tj




−

=
2
1

2  (4.38) 

เมื่อแทน  t = -t จะได้ 

  ( ) ( ) 
 deFtf tj−



−

=−2  

( ) ( ) ( ) tFFdtetFf tj
==−

−


−




2  (4.39) 

ส ำหรับกรณีตัวอย่ำงเมื่อให้ ( )
tetf −

=  ดังนั้นจะได้ 

( )
12

2
+

=


F  (4.40) 

ดังนั้นกำรแปลงฟูเรียร์ของ ( ) )( 1/2 2
+= ttF  คือ 

( )



−

= ef 22  (4.41) 
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4.4 คุณสมบัติคอนโวลูชันส าหรับการแปลงฟูเรียร์ 

 ถ้ำก ำหนดให้ x(t) คือ สัญญำณอินพุตในวงจรใด ๆ และสัญญำณอิมพลัสของ h(t) ดังนั้น

ผลตอบสนองด้ำนออกคือ y(t) คือ ก ำหนดกำรอินทิเกรตคอนโวลูชัน  และสมำรถแสดงชนิดสัญญำณ

ของคุณสมบัติสัญญำณแบบคู่ของกำรแปลงฟูเรียร์ได้ดังรูปที่ 4.9 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  dtxhtxthty −== 


−


 (4.42) 

 

 
รูปที่ 4.9 ชนิดสัญญำณของคุณสมบัติสัญญำณแบบคู่ของกำรแปลงฟูเรียร์  

(a) กำรแปลงสัญญำณอิมพลัส (b) กำรแปลงของสัญญำณกระแสตรง 

 

ถ้ำ ( ) ( ) HX ,  และ ( )Y เป็นกำรแปลงฟูเรียร์ของ x(t), h(t) และ y(t)สำมำรถแสดง

ได้ดังสมกำรที่ (4.43) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y F h t x t H X  
 = =

 
 (4.43) 

0 0

1

1

1
f (t)

F(t) F(t)

F (   )

t

0 0t

[      ]
2 f (   )

(a)

(b)
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ซึ่งตัวบ่งชี้ของกำรคอนโวลูชันในรูปของโดเมนเวลำจะเกี่ยวกับผลคูณในรูปแบบของโดเมนควำมถี่ เพ่ือ

ท ำกำรเปลี่ยนรูปคุณสมบัติคอนโวลูชัน ซึ่งสำมำรถแปลงฟูเรียร์ทั้งสองด้ำนของสมกำรที่ (4.42) และ

สำมำรถแสดงดังสมกำรที่ (4.44) 

( ) ( ) ( )1 j tY h x d e dt   
 

−

− −

 
= − 

 
   (4.44) 

กำรเปลี่ยนรูปแบบของกำรอินทิเกรต และแฟกเตอร์ ( )h  ซึ่งจะไม่ข้ึนกับค่ำ t ดังนั้นจะได้ 

( ) ( ) ( )1 j tY h x d e d    
 

−

− −

 
= − 

 
   

ส ำหรับหำรอินทิเกรตภำยในวงเล็บ  −= t   ดังนั้น  += t และ ddt =  

  ( ) ( ) ( ) ( )j
Y h x e d d

  
    

 
− +

− −

 
=  

 
     

   ( ) ( )=


−



−

−−  
 dee jj xh     (4.45) 

   ( ) ( ) XH=  

 

 
 

รูปที่ 4.10 คุณสมบัติคอนโวลูชัน  

Convolution

Multiplication

h(t) x(t)

h(t)*x(t)
2A T

T

2T

2T

2T

T TT

A A

(a) (b)

(c)

(d)

t t

t

H(   ) X(   )

H(   )  X(   )

(         )

2

2AT

2AT 2AT

2

1
2T
1

2T
1

2T
1

a

a

a a

a

a a

a

a a a a

a

a
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ในรูปที่ 4.10 แสดงคุณสมบัติของกำรคอนโวลูชันทั้งสัญญำณ h(t) และ x(t) และกำรคูณในโดเมน

เวลำจะสัมพันธ์กับโดเมนควำมถี่ เมื่อ ( ) ( ) ( )tftftf 21=  ดังนั้นจะได้สมกำรที่ (4.46) และ (4.47) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1

2
F f t f t F F  




= =  F  (4.46) 

หรือ 

( ) ( ) ( ) 


 dFFF −= 


−
212

1
 (4.47) 

ซึ่งกำรคอนโวลูชันในรูปของโดเมนควำมถี่ที่สำมำรถพิสูจน์ได้ดังสมกำรที่ (4.48) ที่ได้จำกคุณสมบัติ

ของฟังก์ชันแบบคู่ในสมกำรที่ (4.38) 

 เมื่อท ำกำรลดรูปโดยกำรใช้คุณสมบัติกำรอินทิเกรตเวลำในสมกำรที่ (4.33) ถ้ำแทนด้วย x(t) 

กับฟังก์ชันแบบขั้น (Unit Step Function) u(t) และ h(t) กับ f(t) ในสมกำรที่ (4.42) และสำมำรถ

แสดงได้ดังสมกำรที่ (4.49) 

( ) ( ) ( ) ( )ttfdt aa


=−


−

 (4.48) 

( )


 


=−

−

−

0,1
0,0






t
t

tu  

( ) ( ) ( )tftud
t


=

−

  

และเมื่อแทนค่ำในสมกำร (4.48) ในช่วงกำรอินทิเกรตของ ],[ −  ถึง ],[ t−  ดังนั้นสมกำรที่ 

(4.49) จะกลำยเป็น 

( ) ( ) ( ) FUfF d
t

=















−

 (4.49) 

( ) ( )


 += jU
1

 

( ) ( ) ( )


 FfF
j

d
t









+=
















−

1   
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( )
( ) ( )




0F

j
F

+=  (4.50) 

ซ ึ ่ งค ือกำรอ ินท ิ เกรตค ุณสมบัต ิ เวลำของสมกำรท ี ่  (4.34) และในสมกำร (4.51)

( ) ( ) ( ) ( ) 0FF =  เมื่อ ( )  คือ 0=  

 

ตารางท่ี 4.1 คุณสมบัติของกำรแปลงฟูเรียร์ 

คุณสมบัติ โดเมนเวลา f (t) โดเมนความถี่ ( )F  

แบบเชิงเส้น ( ) ( )tfatfa 2211 +  ( ) ( ) 2211 faFa +  

สเกล ( )atf  









a
F

a
1

 

เลื่อนเวลำ )( atf −  ( )
 Fe aj−  

เลื่อนควำมถี่ ( )tfe aj−  )(
0

 −F  

มอดดูเลต ( )tft )(cos
0

   )()(
2
1

00
 −++ FF  

อนุพันธ์เวลำ 
dt
df

 

n

n

dt

fd
 

( )Fj  

( ) Fj n)(  

อินทิเกรตเวลำ 
( )dttf

t


−

 
( )

( ) ( )



0F

j
F

+  

อนุพันธ์ควำมถี่ ( )tft n  
( ) ( )


F

d
d

j n

n
n  

กำรแปลงกลับ ( )tf −  ( ) ( ) FอF หรื−  
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ตารางท่ี 4.2 คู่กำรแปลงฟูเรียร์ 

โดเมนเวลา f (t) โดเมนความถี่ ( )F  

( )t  1 

1 ( )2  

( )tu  
( )




j
1

+  

)()(  −−+ tutu  


sin
2  

t  
2
2



−
 

( )tsgn  
j
2

 

( )tue at−  
ja +
1  

( )tue at
−

−  
ja −
1  

( )tuet atn −  
1)( ++ nja

n


 

ta
e
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 22

2
+a
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tje 0  )(2 0 −  
t
0

sin   )0()0(  −−+j  

t
0

cos   )0()0(  −++  

( )ttue at
−

−

0
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0
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ตัวอย่างท่ี 4.4 จงหำกำรแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

(a) sgn (t) ดังแสดงในรูปที่ 4.11 

(b) a t
e
−  

(c) (sint) / t 

 

รูปที่ 4.11 ประกอบตัวอย่ำงที่ 8.4 

วิธีท า  

(a) วิธีที่ 1 เมื่อเขียน signum function ในเทอมของฟังก์ชันแบบขั้น sgn (t) = f (t) = u(t) 

– u(-t) จำกสมกำรที่ (4.36) 

  ( ) ( ) ( )
1

U u t
j

  


= = +  F  

และเม่ือใช้คุณสมบัติกำรแปลงกลับ จะได้ 

  ( ) ( ) ( )sgn t U U = − −  F  

   ( ) ( )






jjj
211

=
−

+−−+= 














  

วิธีที่ 2 เมื่อ ( ) ( ) −=  และ signum function 

  ( ) ( ) ( )tuttf 21sgn +−==  

เมื่อท ำกำรแปลงฟูเรียร์ในแต่ละเทอมจะได ้

0

1

-1

sgn (t)

t
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  ( ) ( ) ( )



jj

U
21

22 =++−= 






  

วิธีที่ 3 เมื่อท ำกำรแปลงค่ำในแต่ละเทอมจะได้ 

  ( ) ( )ttf 2' =  

เมื่อท ำกำรแปลงฟูเรียร์ทั้งสองข้ำงจะได้ 

  ( ) ( )



j

FFj
2

2 ==  

(b) กรณีกำรแปลงฟูเรียร์ทั้งสองข้ำงที่เป็นฟังก์ชันเอกซ์โพเนลเชี่ยล 

    ( )
taetf −=  

   ( ) ( )tuetue tata
−+

−−=  

   ( ) ( )tyty −+=  

เมื่อ ( ) ( )tuety ta−
=  ดั้งนั้น ( ) ( ) jaY += /1  

จำกคุณสมบัติของ Reversal จะได้ 

 ( ) ( )a t
e Y Y 
−  = + −

 
F  















−
+

+
=

 jaja
11

 

22

2
+

=
a

a
 

(c) จำกตวัอย่ำงที่ 4.2 

  ( )sin /2

2 2 /2
u t u t

 




    
+ − − =    

    
F  

  
2

sin


 c=  
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เมื่อ 1
2
=


 

  ( ) ( )
sin

1 1 2u t u t



+ − − =  F  

  ( ) ( )
sin

2 2 1 1
t

U U
t

  
 

= + − −   
 

F   

หรือ 

  ( ) ( )
sin

2 1 1
t

U U
t

  
 

= + − −   
 

F  

 

ตัวอยา่งที่ 4.5 จงแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชันในรูปที่ 4.12 

 

 
 

รูปที ่4.12 ส ำหรับตัวอย่ำงที่ 4.5 

วิธีท า สำมำรถในกำรแปลงฟูเรียร์ได้โดยตรงจำกสมกำรที่ (4.8) แต่จะง่ำยกว่ำถ้ำใช้คุณสมบัติของกำร

ลดรูปดังแสดงได้ในฟังก์ชันต่อไปนี้ 

  ( )




=
−



+

−

01,1
10,1
tt
tttf  

  ( )




=
−

−

01,1
10,1'

t
ttf  

f(t)

0 1

1

-1 t
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ซึ่งสำมำรถแสดงได้ในรูปที่ 4.13 

 

(a)                                                 (b) 

รูปที่ 4.13  ล ำดับที่ 1 และล ำดับที่ 2 ของฟังก์ชัน f (t) 

ที่ล ำดับที่ 2 ในรูปที่ 4.13 (b) และก ำหนดให้โดย 

  ( ) ( ) ( ) ( )121" −−−+= ttttf   

เมื่อท ำกำรแปลงฟูเรียร์ทั้งสองข้ำงจะได้ 

  ( ) ( ) 
 cos222

2
+−=+−=

− jj eeFj  

หรือ 

  ( )
( )

2

cos12






−
=F  

 

ตัวอย่างท่ี 4.6 จงแปลงฟูเรียร์แบบผกผันของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

(a)  ( )
( ) 86

410
2 ++

+
=






j

j
F

j
 

(b)  ( )
9

21
2

2

+

+
=




G  

วิธีท า 

 (a) เพื่อเป็นกำรเลี่ยงกำรวิเครำะห์แบบจ ำนวนเชิงซ้อนดังนั้นสำมำรถแทน ( )j  และใช้

หลักกำรแยกเศษส่วนย่อย 

0 0-1 -1

-1 -2

1

1

1 1

1t t

f’ (t) f” (t)
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  ( )
( ) ( )2

10 4 10 4

6 8 4 8 4 2

s s A B
F s

s s s s s s

+ +
= = = +

+ + + + + +
 

เมื่อ 

  ( ) ( )
( )4

4

10 4 36
4 18

2 2s
s

s
A s F s

s=−

=−

+ −
= + = = =

+ −
 

( ) ( )
( )2

2

10 4 16
2 18

4 2s
s

s
B s F s

s=−

=−

+ −
= + = = = −

+
 

เมื่อแทน A = 18 และ B = -8 ใน ( )F  และ sกับ j  

  ( )
2
18

4
18

+

−
+

+
=




jj
jF  

จำกนั้นใช้กำรแปลงฟูเรียร์จำกตำรำงที่ 4.2 ในกำรแปลงกลับฟูเรียร์จะได้ 

  ( ) ( ) ( )4 218 18t tf t e e u t− −= −  

(b) 

  ( )
9

12
1

9
21

22

2

+
+=

+

+
=




G  

  ( ) ( )
tettg 38 −

+=   

 

4.5 การประยุกต์การแปลงฟูเรียร์ในวงจรไฟฟ้า 

 กำรแปลงฟูเรียร์เป็นกำรสร้ำงของเฟสเซอร์ที่เป็นฟังก์ชันไม่ซ ้ำคำบ และกำรใช้กำรแปลงฟู

เรียร์ในวงจรไฟฟ้ำที่ฟังก์ชันไม่เป็นไซน์ จำกกฎของโอหม์ดังสมกำร (4.51) 

( ) ( ) ( ) IZV =  (4.51) 

เมื่อ ( )V  และ ( )I  คือ กำรแปลงฟูเรียร์ของแรงดัน กระแส และ ( )Z  คือ ค่ำอิมพีแดนซ์

ของวงจรซึ่งค่ำของอิมพีแดนซ์อำจจะประกอบด้วยตัวต้ำนทำน (R) ตัวเหนี่ยวน ำ (L) และ ตัวเก็บประจุ 

(C) เมื่อแปลงค่ำ R L และ C ให้อยู่ในรูปของควำมถ่ีสำมำรถแสดงได้ดังสมกำรที่ (4.52) 
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
















RR

CC

LjL

j



1
 (4.52) 

เมื่อค่ำอินพุต คือ 

( )
( )

( )




X
Y

H =  (4.53) 

กำรแสดงควำมสัมพันธ์ของสัญญำณอินพุตกับสัญญำณด้ำนเอำท์พุตในโดเมนควำมถี่สำมำรถแสดงได้

ดังรูปที่ 4.14 และสำมำรถแสดงสมกำรของด้ำนเอำท์พุตได้ดังสมกำรที่ (4.54) และสมกำรที่ (4.55) 

 

 
 

รูปที่ 4.14 ควำมสัมพันธ์ของอินพุตในรูปโดเมนควำมถี่ 

 

( ) ( ) ( ) XHY =  (4.54) 

( ) ( ) ( ) thFuHY ==   (4.55) 

ตัวอยา่งที่ 4.7 จงหำค่ำ v0(t) ในวงจรในรูปที่ 4.7 เมื่อ vt (t) = 2e-3tu(t) 

วิธีท า 

เมื่อกำรแปลงฟูเรียร์ของแรงดันอินพุตคือ 

  ( )



j

Vi
+

=
3
2

 

และสำมำรถหำทรำนเฟอร์ฟังก์ชันได้โดยกำรหำรระหว่ำงแรงดันเอำท์พุตกับอินพุต 

  ( )
( )

( )




iV

V
H 0

=  

X(    ) Y(    )H(    )
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



j
j
/12
/1
+

=  

   
21
1
j+

=  

เมื่อค่ำแรงดันเอำท์พุต คือ 

  ( ) ( ) ( ) HVV i=0
 

   
( ) ( )

2

3 1 2j j 
=

+ +
 

  ( )
( ) ( )0

2

3 0.5
V

j j


 
=

+ +
 

เมื่อท ำกำรแยกเศษส่วนย่อยจะได้ 

  ( )



jj

V
+

+
+

−
=

5.0
4.0

3
4.0

0  

และเม่ือแปลงค ำตอบจำกโดเมนควำมถ่ีสู่โดเมนเวลำจะได้ 

  ( ) ( ) ( )0.5 3

0 0.4 t tv t e e u t− −= −  

ตัวอย่างท่ี 4.8 จงใช้กำรแปลงฟูเรียร์หำค่ำ i0(t) ในรูปที่ 4.15 เมื่อก ำหนดให ้ ( ) ttis 2sin10=  

 

 
 

รูปที่ 4.15 

วิธีท า 

เมื่อทรำนเฟอร์ฟังก์ชันระหว่ำงกระแสคือ 

2 4
i (t)

i (t)

0.5 F
s

o
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sI
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H 0
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j/242
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++
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31 



j
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ถ้ำ is(t)= 20 sin 2t 

  ( ) ( ) ( )10 2 2sI j     =  + − −     

ดังนั้น 

 ( ) ( ) ( ) sIHI =0
 

  
( ) ( )10 2 2

1 3j

    



 − − +  =
+

 

เมื่อ 

 ( ) ( ) 00
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( ) ( )10 2 21
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    

 



−

 − − +  =
+  

และสำมำรถใช้คุณสมบัติกำรเลื่อนได้ 

 ( ) ( ) ( )00  ff =−  

หรือ 

 ( ) ( ) ( )


−

=− 00  fdf  

และเมื่อหำค่ำจะได้ 
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
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





−

−

+=  54.80

2

54.80

2

082.6082.6
10

j

tj

j

tj

e
e

e
e

 

  
2 80.54 2 80.54( ) ( )

1.644
j t j t

e e
− − − = +

   

  ( )A54.802cos288.3 −= t  

 

4.6 ทฤษฎีของ Parerval’s 

 ทฤษฎีของ Parerval’s เป็นอีกวิธีหนึ่งที่ช่วยในกำรแปลงฟูเรียร์ที่พิจำรณำในรูปของพลังงำน

โดยกำรแปลงฟูเรียร์ของสัญญำณ p(t) 

เมื่อ p(t) คือก ำลังของสัญญำณ และสำมำรถหำพลังงำนจำกสมกำรที่ (4.56) 

( )dttpW 


−

=  (4.56) 

ในท ำนองเดียวกันเมื่อท ำกำรเปรียบเทียบพลังงำนที่ 1   คือ กำรค ำนวณพลังงำน p(t) = v2(t)=i2(t) 

= f2(t) ส ำหรับ f2(t) แทนด้วยแรงดันหรือกระแส  และสำมำรถแสดงได้ดังสมกำรที่ (4.57) 

( ) dttfW 


−

=

2

1  (4.57) 

กำรค ำนวณหำค่ำพลังงำนจำกทฤษฎีของพำสเวิร์ดสำมำรถค ำนวณได้จำกสมกำรที่ (4.58) ในรูปของ

โดเมนควำมถี ่

( ) ( ) 


dFdttfW 2
1 2

12



−



−


==  (4.58) 

เมื่อท ำกำรเปลี่ยนรูปโดยกำรแทนสมกำรที่ (4.57) ลงในสมกำรที่ (4.58) จะได้สมกำรที่ (4.59) 

( ) ( ) ( ) dtdeFtfdttfW tj








== 



−



−



−







2
12

1  (4.59) 

เมื่อท ำกำรอินทิเกรต 

( ) ( ) dtdeFtfW tj







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
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

=
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1  (4.60) 
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 ddtetfFW tj








= −−




−



−


)(
1 2

1    
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( ) ( ) ( ) ( ) 





dFFdFF 



−



−

=−=
2
1

2
1

 (4.61) 

ถ้ำก ำหนดให้ 222)()(, zyxjyxjyxzzjyxz =+=−+=+=  ดังนั้นจะได ้

( ) ( ) 


ddttfW 


−



−


==
22

2
1

1  (4.62) 

( ) ( ) 


ddttfW 


−


==
0

22 1
1  (4.63) 

และเม่ือท ำกำรอินทิเกรตจำก 21    

( ) 






dFW =


2
21

1  (4.64) 

 

ตัวอย่างท่ี 4.9 จงหำค่ำพลังงำนที่จ่ำยให้กับตัวต้ำนทำน 10  เมื่อมีแรงดันตกคร่อม 

v(t) = 5e-3tu(t) V 

วิธีท า  

เมื่อ ( ) ( )tvtf =  หรือ ( ) ( ) VF =  และพิจำรณำในรูปโดเมนเวลำ 

   ( ) dtfW 


−

=

2101      

        dte t



−

−

=
62510  

        


−
=

−

0

6

65.2
te

 

        J67.416
5.2
==  

   ( ) ( )


 jVF
+

== 3
5  

ดังนั้น 
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   ( ) ( ) ( ) 29
252




+
==

FFF  

ดังนั้นสำมำรถหำพลังงำนที่จ่ำยจะได้ 

( ) 


dFW 


−

=

2

2
10

1      

   


d


+
=

0
29

25
2
10  

   









 −
=

03
tan
3
1250 1 


 

   















=

23
1250 


 

   
6
250

=  

   J67.41=  

 

4.7 การประยุกต์ใช้การแปลงฟูเรียร์ 

 นอกเหนือจำกประโยชน์ของกำรแปลงฟูเรียร์ในกำรวิเครำะห์วงจรไฟฟ้ำแล้ว ยังสำมำรถ

น ำไปประยุกต์ใช้ในด้ำนอื่น ๆ เช่น กำรวิเครำะห์สัญญำณ ออปติคัลสเปกโทรสโกป สัญญำณเสียง 

วิทยำกำรคอมพิวเตอร์ และวิศวกรรมไฟฟ้ำ โดยในงำนด้ำนวิศวกรรมไฟฟ้ำนั้น สำมำรถประยุกต์ใช้ใน

ระบบสื่อสำรและกำรวิเครำะห์สัญญำณ ทั้งในส่วนของกำรตอบสนองควำมถี่และสเปกตรัมของ

สัญญำณ ซึ่งกรณีศึกษำกำรน ำไปประยุกต์ใช้งำน 2 กรณี ได้แก่ กำรมอดูเลตขนำด และกำรสุ่ม

สัญญำณ หรือกำรแซมปลิงสัญญำณ 

 

 4.7.1 การมอดดูเลตขนาด  

 กำรแพร่ของสนำมแม่เหล็กไฟฟ้ำ หรือกำรส่งผ่ำนข้อมูลผ่ำนบรรยำกำศ ได้กลำยเป็นส่วนที่

จ ำเป็นของเทคโนโลยีและวิทยำศำสตร์สมัยใหม่ อย่ำงไรก็ตำม กำรส่งสัญญำณผ่ำนบรรยำกำศจะใช้

ควำมถี่สูงมำกกว่ำ 20 kHz และกำรส่งสัญญำณเสียงที่มีประสิทธิภำพสูงจะอยู่ในช่วง 50 Hz ถึง 20 
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kHz แต่กำรส่งสัญญำณเสียงส่วนใหญ่จะใช้ย่ำนควำมถี่ร่วมกันที่ย่ำนควำมถี่เสียงต ่ำ ซึ่งสำมำรถ

ควบคุมได้โดยใช้คลื่นพำห์ (Carrier) โดยคลื่นพำห์มีสำมคุณสมบัติที่ส ำคัญ ได้แก่ ขนำด (Amplitude) 

ควำมถี่ (Frequency) และเฟส (Phase) ซึ่งสำมำรถควบคุมได้โดยกำรมอดูเลตขนำด 

นิยำมของกำรมอดูเลตเชิงขนำด (Amplitude Modulation: AM) คือ กำรที ่ขนำดของ

คลื่นพำห์ถูกควบคุมให้เปลี่ยนแปลงไปตำมขนำดของสัญญำณข้อมูล (Modulating signal) โดย AM 

มักถูกน ำมำประยุกต์ใช้ในกำรส่งสัญญำณวิทยุกระจำยเสียงพื้นฐำน รวมถึงกำรส่งสัญญำณภำพใน

ระบบเครื่องรับโทรทัศน์ ทั้งนี้ สมมุติให้สัญญำณข้อมูล เช่น สัญญำณเสียงพูดหรือสัญญำณดนตรี เป็น

สัญญำณมอดูเลตทั่วไปที่ต้องกำรส่งออกไปในลักษณะ ( ) tmmVtm cos=  ในระหว่ำงแคร์เรียร์ควำมถี่

สูง ( ) tccVtc cos= คือ  เมื่อ mc    ดังนั้น สัญญำณ AM ของ f (t) สำมำรถหำโดย 

 

( ) ( )1 cosc cf t V m t t=  +    (4.65) 

 

ในรูปที่ 4.22 แสดงกำรมอดดูเลตสัญญำณ m (t) สัญญำณแคร์เรีย c (t) และสัญญำณ AM f (t) ที่

สำมำรถแสดงผลได้ในสมกำรที่ (4.66)  หรือสำมำรถพิจำรณำได้ในตัวอย่ำงที่ 4.1 หรือในตำรำงที่ 4.1 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )cos cos

2
c

c c c c c

Fu F V t F V m t t
c c c c

V M MV

  

          

   
   
      


= + 


    = − + + + − + +
        

(4.66) 

เมื ่อ ( )M  คือกำรแปลงฟูเรียร์ของกำรมอดดูเลตสัญญำณ m (t) ที่แสดงในรูปที ่ 4.16 คือ

สเปกตรัมควำมถี่ของสัญญำณ AM จะเป็นตัวบ่งชี้ของสัญญำณที่ประกอบด้วย ของสัญญำณแคร์เรีย

และสองสัญญำณรูปคลื่นไซน์ที่ควำมถี่ mc  −  ซึ่งเป็นค่ำในย่ำนควำมถี่ต ่ำ ในระหว่ำงหนึ่งควำมถ่ี 

mc  +  เป็นย่ำนควำมถ่ีสูง 
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รูปที่ 4.16 แสดงสัญญำณในโดเมนเวลำและควำมถี่ของ  

(a) กำรมอดดูเลตสัญญำณ (b) สัญญำณแคร์เรีย (c) สัญญำณ AM 

 

 
 

รูปที่ 4.17 สเปกตรัมควำมถ่ีของสัญญำณ AM 

 

หมำยเหตุ กำรมอตดูเลตสัญญำณ คือเป็นกำรวิเครำะห์สัญญำณไซน์ และในระบบจริงเมื่อ 

m(t) คือสัญญำณที่ไม่เป็นสัญญำณไซน์ 100 เปอร์เซ็นต์  และในช่วงสัญญำณย่ำนที่ก ำหนดควำมถี่

ของสเปกตรัมสัญญำณที่อยู่ระหว่ำงย่ำน 0 ถึง uu f 2=  เมื่อก ำหนดให้ ( ) 5kHz=uf  ส ำหรับ

สัญญำณวิทยุ AM ถ้ำสัญญำณสเปกตรัมควำมถี่ของกำรมอตดูเลตสัญญำณที่แสดงในรูปที่ 4.18 (a) 

Carrier
Lower

Sideband
Upper

Sideband

c m mc c
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ดังนั้นสเปกตรัมควำมถี่สัญญำณของกำรมอตดูเลตสัญญำณสำมำรถแสดงดังรูปที่ 4.18 (b) ดังนั้นเพ่ือ

กำรหลีกเลี่ยงกำรเชื่อมต่อใด ๆ ส ำหรับสัญญำณแคร์เรียที่แยกจำก 10 kHz 

 

 
(a)                                                             (b) 

รูปที่ 4.18 สเปกตรัมควำมถ่ี (a) สัญญำณมอตดูเลต (b) สัญญำณ AM 

 

ตัวอย่างที่ 4.10 สัญญำณเสียงเพลงมีองค์ประกอบควำมถี่จำก 15Hz ถึง 30kHz ถ้ำสัญญำณเสียงใช้

กำรมอตดูเลตที่ 1.2 MHz ของแคร์เรียสัญญำณ  จงหำย่ำนของควำมถ่ีส ำหรับช่วงต ่ำสุดและสูงสุด 

วิธีท า 

ช่วงต ่ำสุดคือควำมแตกต่ำงของสัญญำณแคร์เรียร์และกำรมอตดูเลตควำมถี่ ดังนี้ 

1,200,000 – 30,000 Hz = 1,170,000 Hz ถึง 1,200,000 – 15 Hz = 1,199,985 Hz 

และย่ำนบนเป็นผลรวมของควำมถ่ีแคร์เรีย และควำมถ่ีมอตดูเลตดังนั้นสำมำรถแสดงควำมถี่ด้ำนสูง 

1,200,000 – 15 Hz =1,200,015 Hz ถึง 1,200,000 – 30,000 Hz =1,230,000 Hz 

 

 4.7.2 การแซมปลิง  

 ในระบบสัญญำณอนำล็อก และสัญญำณเป็นกระบวนกำรของระบบทั้งหมด อย่ำงไรก็ตำม

ระบบดิจิตอลแบบใหม่ จะต้องใช้กำรแซมปลิง (Sampling) ของสัญญำณส ำหรับกระบวนกำรเปลี่ยน

สัญญำณจำกอนำล็อกเป็นดิจิตอล นี่คือผลลัพธ์ของหลักกำรแซมปลิง และกำรแซมปลิงสำมำรถใช้

สัญญำณดิจิตอลที่ต่อเนื่อง g (t) พิจำรณำสัญญำณต่อเนื่อง ที่แสดงในรูปที่ 4.19 (a) และสำมำรถ

แสดงผลเป็นกำรคูณของสัญญำณ )( snTt −  ที่แสดงในรูปที่ 4.19 (b) เมื่อ sT  คือช่วงกำรแซมปลิง

ของสัญญำณใด ๆ และควำมถี่ของกำรแซมปลิงคือ ss Tf /1=  หรือเรียกว่ำกำรอัตรำกำรแซมปลิง 

(Sampling rate) และสัญญำณกำรแซมปลิงคือ gs(t) ดังแสดงดังสมกำรที่ (4.67) 

(a) (b)

Carrier

c mm mc c

M(    ) F(    )
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )ssnsns nTtnTgnTttgtg −=−=


−=



−=
   (4.67) 

ดังนั้นกำรแปลงฟูเรียร์ 

( ) ( ) ( )  ( ) 8TjnenTgnTtFnTG snssns



−



−=



−=
 =−=  (4.68) 

( ) ( ) 88
1 Tjn

s

Tjn enTg
T

enTg snsn
 −



−=

−


−=
 =  (4.69) 

เมื่อ ss T/2 =  ดังนั้นเมื่อแทนค่ำในสมกำรที่ (4.68) จะได้สมกำรที่ (4.70) 

( ) ( )sns nG
T

G  +=


−=


1  (4.70) 

จำกสมกำรที่ (4.70) แสดงกำรแปลงฟูเรียร์ของ ( )sG  ที่เป็นกำรแซมปลิงสัญญำณ และผลรวม

ของกำรแปลงฟูเรียร์ของสัญญำณเริ่มต้นที่อัตรำ sT/1  หรือในท ำนองเดียวกัน ส ำหรับช่วงควำมกว้ำง

ของสัญญำณ W เฮริท์ ซึ่งจะเป็นช่วงที่ไม่มีกำรสูญเสียของข้อมูล และกำรเลื่อมของสัญญำณ ถ้ำกำร

แซมปลิงควำมถ่ีคือที่ควำมถ่ีสูงสุดในกำรมอตดูเลตสัญญำณ ดังนั้นสำมำรถแสดงได้ดังสมกำรที่ (4.71) 

Wf
T s
s

2
1

=  (4.71) 

ดังนั้นจะได้ค่ำควำมถี่ของกำรแซมปลิง Wfs 2=  ซึ่งเป็นที่ทรำบกันดีในชื่อ ควำมถี่ไนคิวซ์ (Nyquist 

frequency) หรืออัตรำ sf/1  คือช่วงของไนคิวซ์ (Nyquist interval) 

g(t)

t

0            

t

( )st nT −

sT−
0 sT 2 sT 3 sT

 

(a)                                                                 (b) 

รปูที่ 4.19 (a) สัญญำณต่อเนื่อง (b) กำรแซมปลิง 
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ตัวอย่างที่ 4.11 สัญญำณโทรศัพท์ที่ควำมถี่คัทออฟ 5 kHz มีอัตรำกำรแซมปลิง 60 เปอร์เซ็นต์สูงสุด

กว่ำอัตรำค่ำต ่ำสุด จงหำอัตรำกำรแซมปลิง 

    วิธีท า อัตรำแซมปลิงต ่ำสุดคือ Nyquist rate 

   Nyquist rate = 2W = 2 x 5 = 10 kHz 

         fs = 1.60 x2W = 16 kHz 
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แบบฝึกหัดบทที่ 4  

4.1 จงหำกำรแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

 (a)  ( ) ( ) ( )4 1 4 2g t u t u t= + − −  

 (b)  ( ) ( )4 2g t t= +  

 (c)  ( ) ttg
0

sin10 =  

4.2 จงหำกำรแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชันในรูปที่ 4A 

 

 
 

รูปที่ 4A 

4.3 จงหำกำรแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชันดังรูปที่ 4B 

 

รูปที่ 4B 

4.4 จงแปลงกลับฟูเรียร์ของฟังก์ชัน 

( )
( )

( )( )( )

6 3 2

1 4 2

j
H

j j j




  

+
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t

f (t)
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4.5 จงแปลงกลับฟูเรียร์ของฟังก์ชัน 

  ( ) ( )
( )

( ) 2

2 11

1 16

j
Y

j j


  

 

+
= + +

+ +
 

4.6 จงหำค่ำ ( )tv0 ในรูปที่ 4C ถ้ำ ( ) ( ) ( )( )5sgn 5 10 Viv t t u t= = − +  

 
 

รูปที่ 4C 

4.7 ถ้ำสัญญำณแคร์เรียร์2 MHz ถูกมอตดูเลตโดยควำมถี่ 4MHz จงหำองค์ประกอบของควำมถี่ 

สัญญำณ AM 
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บทที่ 5 

ลาปลาซทรานส์ฟอร์ม และการแปลงลาปลาซผกผัน 
 

 

5.1 บทน า 

             การแปลงลาปลาซ เป็นผลการหาปริพันธ์ตลอดช่วงเวลาของฟังก์ชันที่มีสมาชิกเซตเวลา

หรือโดเมนเวลา (Time-domain) แปลงเป็นฟังก์ช ันที ่ม ีสมาชิกเซตโดเมนความถี ่เช ิงซ ้อน 

(Complex frequency-domain) หรือโดเมนเอส (S-domain) ซึ ่งเป็นวิธีแก้ปัญหาสมการเชิง

อนุพันธ์ให้ง่ายขึ้นอีกวิธีหนึ่ง และสามารถแปลงผกผันลาปลาซหรือการแปลงลาปลาซกลับ มาเป็น

ค าตอบในฟังก์ชันโดเมนเวลาได้ด้วยการจัดรูปสมการทางพีชคณิต เพ่ือศึกษาพฤติกรรมของฟังก์ชันที่

เป็นเวลาต่าง ๆ ของระบบควบคุมในงานวิศวกรรมไฟฟ้าโดยเฉพาะพฤติกรรมสภาวะชั ่วครู่  

(Transient Situation ) ที่มีการตอบสนองทางธรรมชาติในเวลาสั้น ๆ แล้วหมดไป 

5.2 นิยามของการแปลงลาปลาซ 

ลาปลาซทรานส์ฟอร์มของฟังก์ชัน f (t) เป็นฟังก์ชันของสัญญาณใด ๆ สามารถอินทิเกรต

( ) dtetf st−



−0

 เมื่อ s เป็นจ านวนจริงโดยการแปลงลาปลาซสามารถหาได้ดังสมการที่ (5.1) 

( ) 
0

stf t e dt



−= L  (5.1) 

คุณสมบัติของลาปลาซแบบเชิงเส้น (Linearity property of the Laplace transform) สามารถ

แสดงได้ดังสมการที่ (5.2) 

( )  ( )
0

stkf t e kf t dt



−= L  

( )dttfek st



−
=

0
 (5.2) 

จากสมการที ่(5.2) k คือค่าคงที่ใด ๆ 

ในท านองเดียวกันเมื่อท าการแปลงลาปลาซของฟังก์ชันผลบวกสามารถแสดงได้ดังสมการที่ (5.3) 
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( ) ( )  ( ) ( )( )
0

staf t bg t e af t bg t dt



−+ = +L  

( ) ( )


−


−
+=

00

dttfebdttfea stst  (5.3) 

จากสมการที่ (5.3) a และ b คือค่าคงจ านวนจริงใด ๆ 

 

ตัวอย่างท่ี 5.1 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน f(t) = 1 

วิธีท า จากสมการที่ (5.1) 

  ( )  ( )
0

stf t e f t dt



−= L  

เมื่อแทนค่าจะได้ 

      ( )
0

1 1ste dt



−= L  

                
−








−
=

0s
e st

 

                 0)(1
ee

s
s

−−=
−  

                 101 −−=
s

 

ตอบ                            
s
1

=  

 

ตัวอย่างท่ี 5.2 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน f (t) = eat 

วิธีท า จากสมการที่ (5.1) 

  ( )  ( )
0

stf t e f t dt



−= L  

เมื่อแทนค่าจะได้ 



149 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า                             ลาปลาซทรานส์ฟอร์และการแปลงลาปลาซทรานส์ฟอร์กลับ 

  ( ) (

0 0

)s a tst st ate e e dt e dt
−

 
−− −− = L  

                         


−













−−
=

−

0

(

)(

)

as
e tas

 

                         )10(
)(

1
−

−−
=

as
 

ตอบ                                        
)(

1
as −

=  

 

ตัวอย่างท่ี 5.3 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน f (t) = t 

วิธีท า จากสมการที่ (5.1) 

  ( )  ( )
0

stf t e f t dt



−= L  

เมื่อแทนค่าจะได ้

         ( )
0

stt e t dt



−= L  

              
−−








−

−
−

=

0

dt
s

te
s

te stst
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





−

−
=

0
2s

e
s

te stst

  

              












−−−

−
=

 −−

2

0

2
0

)()(

s
e

s
e

s
e ss

 

             



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
−−−=
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1
0)10(

s
 

   ตอบ                        
2

1
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ตัวอย่างพ่ี 5.4 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน f (t) = cos at 

วิธีท า จากสมการที่ (5.1) 

( )  ( )
0

stf t e f t dt



−= L  

เมื่อแทนค่าจะได ้

  ( )
0

cos cosstat e at dt



−= L  

       ( )


−












−

+
=

0

22
cossin atsata

as
e st

 

       ( ) ( )( ) ( )











−

+
−−

+
=

−−

0cos0sincossin
22

0

22
sa

as
e

asaa
as

e st

  

          ตอบ            
22 as

s
+

=  

ตัวอย่างท่ี 5.5 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน f (t) = sin at 

วิธีท า จากสมการที ่(5.1) 

( )  ( )
0

stf t e f t dt



−= L  

เมื่อแทนค่าจะได ้

  ( )
0

sin sinstat e at dt



−= L  

( )


−












−−

+
=

0

22
cossin ataats

as
e st

 

( ) ( )( ) ( ) 0cos0sincossin
1 0)(

22
aseaaase

as
s

−−−−−
+

=
−−   
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( ) ( ) a
as

−−
+

= 010
1

22
 

          ตอบ    
22 as

a
+

=  

จากการแปลงลาปลาซแบบเชิงเส้นสามารถสรปุเป็นตารางการแปลงลาปลาซได้ดังตารางที่ 5.1 

 

ตารางท่ี 5.1 มาตรฐานการแปลงลาปลาซ 

ประเภท (Type) ฟังก์ชัน ( )tf  F(s) 

Impulse ( )t  1 

Step ( )tu  
2
1

 

Exponential ate−  
as +
1

 

Ramp t  
2

1
s

 

Damped ramp atn et −  
1)(

!
+

+
nas

n
 

Sine atsin  
22 as +

  

Cosine atcos  
22 as

s
+

 

Damped sine te at
sin−  

22)( 



++ as
 

Damped cosine te at
cos−  

22)( ++

+

as
as
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ตัวอย่างพ่ี 5.6 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน ( )
4

3
1

21 tttf −+=  

วิธีท า 

             4 41 1
1 2 1 1

3 3
t t t
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L L L L  
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






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
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
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3
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sss
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
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
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3
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sss
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821
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−+=  

 

ตัวอย่างท่ี 5.7 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน ( )
tt eetf −

−= 35 2  

วิธีท า 

      2 25 3 5 3t t t te e e e− −− = −L L L  
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ตัวอย่างท่ี 5.8 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน ( ) tttf 5cos43sin6 −=  

วิธีท า 

      6sin3 4cos5 6 6sin3 4 sin53t t t t− = −L L L  
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
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
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ตัวอย่างท่ี 5.9 จงหาค่าการแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน ( ) tttetv t 2cos24sin364 35
+−+=  

วิธีท า 

( )   5 34 6 3sin 4 2cos2tv t e t t t= + − +L L  
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ตัวอย่างที่ 5.10 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชันแรงดัน i(t) เมื่อ ( )ti เมื่อ ( ) teti t 4sin2−
=  

วิธีท า เมื่อท าการแปลงลาปลาซ 

         ( )   2 sin 4ti t e t−=L L  

จากตารางที่ 5.2 การแปลงลาปลาซ 

    2
sin 4

( )

ate t
s a





− =
− +

L  

เมื่อสัมประสิทธิ์ 
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  4=  

และน าไปแทนค่าจะได้ 
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4
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222
++

=
+−− ss
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2
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=

ss
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5.3 การแปลงลาปลาซรูปคลื่นสัญญาณไฟฟ้า 

การแปลงลาปลาซ (Laplace Transform) ถือเป็นเครื่องมือทางคณิตศาสตร์ที่ส าคัญในการ

วิเคราะห์ฟังก์ชัน และรูปคลื่นสัญญาณทางไฟฟ้า โดยช่วยเปลี่ยนการวิเคราะห์สัญญาณจากโดเมน

เวลา (Time Domain) ไปสู่โดเมนความถี่เชิงซ้อน (s-Domain) เพื่อให้การค านวณสะดวกยิ่งขึ้น ทั้งนี้ 

ในการวิเคราะห์สัญญาณไฟฟ้าส่วนใหญ่มักมุง่เน้นพิจารณาที่เวลาเริ่มต้น คือตั้งแต่ t = 0 เป็นต้นไป 

ตัวอย่างท่ี 5.11 จงท าการแปลงลาปลาซของฟังก์ชันแบบขั้นที่แสดงดังรูปที่ 5.1 เมื่อ 

 ( )




=




0,1
0,0

t
t

tv  

 

 
 

รูปที่ 5.1 สัญญาณแบบขั้น 

 

2−=a

0

1

v (t)

t



155 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า                             ลาปลาซทรานส์ฟอร์และการแปลงลาปลาซทรานส์ฟอร์กลับ 

วิธีท า 

   
0

( ) ( ) stv t v t e dt



−= L  

  dte st−


=
0

)1(  

ตอบ  ( )
s

sV
1

=  

 

ตัวอย่างท่ี 5.12 จงท าการแปลงลาปลาซของฟังก์ชันในรูปที่ 5.2 

 

 
 

รูปที ่5.2 ฟังก์ชันแบบขั้น 

วิธีท า จากรูปที่ 5.2 เป็นฟังก์ชันแบบขั้น ดังนั้นสาสมารถเขียนเป็นสมการได้ดังนี้ 

 

  ( )  100 ( 2) ( 3)f t u t u t= − − −  

 

เมื่อท าการแปลงลาปลาซ โดยใช้ตารางที ่5.2 จะได้ 

  ( ) 



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


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s
e
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ตัวอย่างท่ี 5.13 จงท าการแปลงลาปลาซของฟังก์ชันในรูปที่ 5.3 

( )




=




0,
0,0

tt
t

tvr  

t 

รูปที่ 5.3 สัญญาณรูปคลื่นลาดชัน (Ramp Waveform) 

วิธีท า 

   
0

( ) ( ) st
r rv t v t te dt



−= L  

   
−

=

02s
e st

 

ตอบ  
2

1
)(

s
sVr =  

 

ตัวอย่างท่ี 5.14 จงท ากา?แปลงเลาปลาซของฟังก์ชั่น ในรูปที่ 5.4 

 

 
 

รูปที่ 5.4 สัญญาณฟันเลื่อย 

วิธีท า จากรูปที่ 5.4 พบว่าสัญญาณสามเหลี่ยมก็ในฟังก์ชันแบบซ ้าคาบเมื่อคาบเวลา T =2 ดังนั้น

สามารถ เขยีนสมการของฟังก์ชันสามเหลี่ยมได้ดังนี้ 

0

1
v (t)
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    ( ) ( ) ( )20 1f t u t u t= − −    

  )1(20)(20 −−= ttuttu  

  )1()11(20)(20 −+−−= tuttuttu  

  )1(20)1()1(20)(20 −−−−−= tututttu  

จากนั้นท าการแปลงลาปลาซโดยใช้คุณสมบัตขิองการเลื่อนเวลาในตารางที่ 5.1 จะได้ 

  s
s

e
ss

e
s

sF −

−

−−=
20

20
20

)( 2  

  )1(
20

)( 2
ss see

s
sF −−

−−=  

ตอบ      )1(
)1(

20
)( 22

ss
s see

es
sF −−

−
−−

−
=  

 

5.4 การแปลงอนุพันธ์โดยใช้ลาปลาซ 

 5.4.1 การแปลงอนุพันธ์อันดับหนึ่งโดยใช้ลาปลาซ 

ก าหนดให้อนุพันธของฟังก์ชัน )(')( tftf =  ดังนั้นจากสมการ 

 
0

'( ) '( )stf t e f t dt



−= L  (5.4) 

เมื่อใช้การอินทิเกรตบายพาส 

   −= dt
dt
du
vuvdt

dt
dv
u  

เมื่อ steu −
=  และ )(' tf

dt
dv

=  

ดังนั้นเมื่อท าการดิฟเฟอเรนเชียล 

  st
st

se
dt
de

dt
du −

−

−= =  

และ 
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  )()(' tfdttfv ==   

เมื่อ 

    


−


−−
−−=

00 0
)()()(')(' dtsetftfedttfe ststst  

 

    


−
+−=
0

)()0(0 dttfesf st  

 

   )()0( tfsf Z+−=  

 

เมื่อ 0)( →
− tfe st  เสมือน →t  และ )0(f  คือค่าของ )(tf  ที่ t = 0 

เพราะฉะนั้นจะได้ 

     '( ) ( ) (0)sf t f t f= −L L                         (5.5) 

หรือ 

    (0)
dy

s y y
dt

 
= − 

 
L L  

 

ตัวอย่างท่ี 5.15 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน ktf =)(  

วิธีท า  

จากโจทย์เมื่อ ktf =)(  ดังนั้น 0)(' =tf และ kf =)0(  เมื่อแทนค่าในสมการที่ (5.5) จะได้ 

     0 s k k= −L L  

 

          sk k= L  

 

ตอบ                 
k

s
k =L  
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ตัวอย่างท่ี 5.16 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน ttf 2)( =  

วิธีท า  

จากโจทย์เมื่อ ttf 2)( =  ดังนั้น 2)(' =tf  และ 0)0( =f  เมื่อแทนค่าในสมการที่ (5.5) 

 

       2 2 0s t= −L L  

 

   2
2

s t
s
= L  

 

ตอบ             2

2
2t

s
=L  

 

ตัวอย่างท่ี 5.17 จงแปลงลาปลาซของฟังก์ชัน atetf −
=)(  

วิธีท า  

จากโจทย์เมื่อ atetf −
=)(  ดังนั้น ataetf −

−=)(' และ 1)0( =f  

เมื่อแทนค่าในสมการที่ (5.5) 

    1at at
ae s e

− −
− = −L L  

 

      1at at
a e s e

− −
− = −L L  

 

      1
at at

s e ea− −
= +L L  

 

    1 ( )
at

s a e
−

= + L  

 

ตอบ                     
1

( )

at
e

s a

−
=

+
L  
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 5.4.2 การแปลงอนุพันธ์อันดับสองโดยใช้ลาปลาซ 

การพิจารณาสมการอันดับสองเม่ือก าหนดให ้f(t) เป็น )(" tf  ดังนั้นจากสมการที่ (5.1) 

 
0

"( ) "( )
st

f t e f t dt


−

= L  (5.6) 

เมื่ออินติเกรตบายพาสสมการที่ (5.6) จะได้ 

  


−


−−
+=

000
)(')(')(" dttfestfedttfe ststst  

   0 '( ) '( )f t s f t= − + L  

เมื่อ 

ที่ 0)(' →
− tfe st และ →t คือ ค่าของ )(' tf ที่ t = 0 ดังนั้นจากสมการที่ (5.5) 

     2"( ) ( ) (0) '(0)f t s f t sf f= − −L L  

หรือ 

 
2

2

2
(0) '(0)

d y
s y sy y

dx

 
= − − 

 
L L    (5.7) 

 

ตัวอย่างท่ี 5.18 จงแปลงลาซ ของอนุพันธ์อันดับสองของสมการ attf cos)( =  

วิธีท า จากสมการที่ (5.7) 

     2"( ) ( ) (0) '(0)f t s f t sf f= − −L L  

จากโจทย์ attf cos)( = ดังนั้น 

  atatf cos)(' −=  

และ 

  atatf cos)(" 2
−=  

เมื่อ 1)0( =f  และ 0)0(' =f  
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เมื่อแทนเงื่อนไขต่าง ๆ ในสมการที่ (5.7) 

   2cos (1) 0cosa at s sat− = − −L L  

     2 2cos (1) 0cosa at s sat− = − −L L  

   2 2cos cosa at s sat− = −L L  

 2 2( ) coss s a at= + L  

            ตอบ         2 2( )
cos

s

s a
at =

+
L  

 

5.5 การแปลงลาปลาซผกผัน 

 5.5.1 ค าจ ากัดความของการแปลงลาปลาซผกผัน 

ลาปลาซทรานฟอร์มของ )(tf  คือ )(sF หรือ ( ) ( )f t F s=L  เมื่อสมการพื้นฐานของการแปลงลา

ปลาซย้อนกลับ แสดงดังสมการที่ (5.8) 

 

( ) ( ) 1f t F s−= L  (5.8) 

 

ยกตัวอย่างเช่นเมื่อท าการลาปลาซ  
1

1
s

=L  ดังนั้นเมื่อ การแปลงลาปลาซกลับ 1 1
1

s

−  
= 

 
L

ในท านองเด ียวกันเม ื ่อท าการลาปลาซ   2 2
sin

a
at

s a
=

+
L  ดังนั ้นเมื ่อท  าการแปลงลา

ปลาซทรานฟอร์มกลับจะได้ 

 

( ) 1 1

2 2
sin

a
F s at

s a

− −  
= = 

+ 
L L  (5.9) 

 

ดังนั้นในการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับสามารถท าได้โดยใช้ตารางที่ 5.2 
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ตารางท่ี 5.2 ตารางการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับ 

ล าดับที่ ฟังก์ชัน ( ) ( ) F s f t= L  ( )  ( )1 F s f t− =L  

1 
2
1

 1 

2 
s
k

 k 

3 
as−
1

 eat 

4 
22 as

a
+

 sin at 

5 
22 as

s
+

 cosat 

6 
2

1
s

 t 

7 
3

!2
s

 t2 

   

8 
1

!
+ns
n

 tn 

9 
22 as

a
−

 sinhat 

10 
22 as

s
−

 coshat 

11 
1)(

!
+− nas

n
 eattn 

12 
22)( 



+− as
 teat sin  

13 
22)( +−

−

as
as

 teat cos  
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ตัวอย่างท่ี 5.19 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของฟังก์ชัน 
9

1
)( 2 +
=
s

sF  

วิธีท า จากสมการที่ (5.9) 

    1 1

2 2
( ) sin

a
F s at

s a

− −  
= = 

+ 
L L  

    1 1

2

1
( )

9
F s

s

− −  
=  

+ 
L L  

            1

2 2

1

3s

−  
=  

+ 
L  

            1

2 2

1 3

3 3s

−  
=  

+ 
L  

                      ตอบ              ttf 3sin
3
1

)( =  

ตัวอย่างท่ี 5.20 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของฟังก์ชัน 

วิธีท า 

   1 1 5
( )

3 1
F s

s

− −  
=  

− 
L L  

1

2

5 1

13

3
s

−

 
 

=  
 +
 

L  

 

เมื่อใช้คุณสมบัตกิารแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับล าดับที่ 3 จากตารางที ่5.2 

 

ตอบ                       
1

3
5

( )
3

t

f t e=  
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ตัวอย่างที ่5.21 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของฟังก์ชัน 
3

6
)(
s

sF =  

วิธีท า 

   1 1 1

3 3

6 2
( )F s

s s

− − −   
= =   

   
L L L  

            ตอบ                  23)( ttf =  

 

ตัวอย่างท่ี 5.22 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของฟังก์ชัน 
4

7
)(

2 +
=
s
s

sF  

วิธีท า 

    1 1

2

7
( )

4

s
F s

s

− −  
=  

+ 
L L  

    1

2 2

1
7

2s

−  
=  

+ 
L  

  

เมื่อใช้คุณสมบติัการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับล าดับที่ 5 จากตารางที่ 5.2 จะได้ 

   ตอบ                          ttf 2cos7)( =  

ตัวอย่างท่ี 5.23 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของฟังก์ชัน 
16
4

)(
2
−

=
s

s
sF  

วิธีท า 

    1 1

2

4
( )

16

s
F s

s

− −  
=  

− 
L L  

    1

2 2
4

4

s

s

−  
=  

− 
L  

 

เมื่อใช้คุณสมบัติการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับล าดับที่ 10 จากตารางที ่5.2 จะได้ 

    ตอบ                                  ttf 4cosh4)( =  
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ตัวอย่างท่ี 5.24 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของฟังก์ชัน 

วิธีท า 

    1 1

2

3
( )

7
F s

s

− −  
=  

− 
L L  

ดังนั้น 

   
( )

1 1

22
2

3 3
3

7 7s s

− −

 
   

=   
−   −

 

L L  

   
( )

1

2
2

3 3

7 7s

−

 
 

=  
 −
 

L  

                ตอบ       ( ) ttf 7sinh
7
3

=  

 

ตัวอย่างท่ี 5.25 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของฟังก์ชัน 
5)3(

2
)(

−
=
s

sF  

วิธีท า จากตารางที่ 5.2 

   1

1

!

( )

at n

n

n
e t

s a

−

+

 
= 

− 
L  

ดังนั้น 

   1

1

1 1

( ) !

at n

n
e t

s a n

−

+

 
= 

− 
L  

และเม่ือการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของ 1

5

2

( 5)s

−  
 

− 
L  เมือ่ 3=n  และ 3=a  

   1 1

5 5

2 1
2

( 3) ( 3)s s

− −   
=   

− −   
L L  
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







=
43

!4
1

2 te t  

ตอบ                 3 41
( )

12

tf t e t=  

      

 5.5.2 การแปลงลาปลาซผกผันโดยวิธีแยกเศษส่วนย่อย 

การแปลงลาปลาซผกผัน หรือการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับ เพื่อตองการเปลี่ยนจาก s 

โดเมนหรือฟังก์ชัน F(s) ไปอยู่ในรปูของ t โดเมนหรือ f (t) ดังนั้นสามารถเขียนเป็นสมการได้ดังสมการ

ที ่(5.10) 

)(
)(

)(
sD
sN

sF =  (5.10) 

เมื่อ 

N (s) คือ จ านวนโพลิโนเมียล (Numerator Polynomial) หรือเป็นส่วนของโพล 

D (s) คือ ส่วนหาร (Denominator Polynomial) หรือเป็นส่วนของซีโร่  

ขั้นตอนในการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับ 

ขั้นตอนที่ 1 ท าฟังก์ชัน F(s) ให้อยู่ในรูปการแยกเศษส่วนย่อย  

ขั้นตอนที่2 ท าการลาปลาซทรานฟอร์มกลับโดยใช้ตารางที่ 5.2  

ดังนั้นเราสามารถพิจารณาทรานเฟอร์ฟังก์ชันของ F (s) ได้3กรณีได้แก่ 

(1) โพลแบบง่าย (Simples Poles) 

กรณีโพลแบบง่าย (Simple Poles) คือจะเป็นโพลลันดับหนึ่ง ดังนั้นสามารถเขียนฟังก์ชัน

ของ F (s) ได้ดังสมการที่ (5.11) 

)()()(
)(

)(
21 npspsps
sN

sF
+++

=


 (5.11) 

เมื่อ nppps ,,, 21 −=  
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จากสมการ (5.11) สามารถแยกเศษส่วนย่อยเพ่ือหาค่า สัมประสิทธี้ของ k1,k2,..., kn หรือสัมประสิทธิ์

ของเศษส่วนย่อยนั่นเอง 

)()()(
)(

2

2

1

1

n

n

ps
k

ps
k

ps
k

sF
+++

= +++   (5.12) 

และสามารถแสดงการหาสัมประสิทธิ์ของการแยกเศษส่วนย่อยโดยคูณด้วยส่วนทั้งสองข้างดังสมการที่

(5.13) 

)(

)(

)(

)(
)()( 1

2

11

11

n

n

ps

kps

ps

kps
ksFps

+

+

+

+
=+ ++  (5.13) 

เมื่อ 
ji pp  เมื่อก าหนดให้ s = -pในสมการโดยเมื่อแทนค่าจะเหลือเพียงสัมประสิทธิ์ของ k1ใน

ด้านขวาของสมการเท่านั้น  ดังนั้นจะได้สมการที่ (5.14) 

1
1

1 )()( ksFps
ps
=+

−=
 (5.14) 

โดยทั่วไปสามารถเขียนสมการใหม่ได้ดังสมการที่ (5.15) 

1
11 )()(

ps
sFpsk

−=
+=  (5.15) 

จากสมการข้างบนหรือเรียกอีกอย่างคือ Heaviside’s theorem โดยที่ค่า k1สามารถน าไปแปลงลา

ปลาซทรานฟอร์มกลับ ของสมการที่ (5.16) 

1 ( )
( )

atk
ke u t

s a

− − 
= 

+ 
L  (5.16) 

หรือสามารถใช้การแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับได้จากตารางที่ 5.2 

)()( 21

21

tptptp nekekektf n

−−−
+++=   (5.17) 

(2) โพลซ า้หรือรากซ า้ (Repeated Poles) 

จากฟังก์ชัน F(s) nเป็นจ านวนโพลซ ้า ที่ s = - pดังนั้นสามารถแสดงฟังก์ชัน F(s) ดังสมการ 

(5.18) 
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)(
)()()(

)( 1
1

21

1 sF
ps

k
ps

k
nps

k
ps

k
sF nn

n

n

++++
= ++++

−

−   (5.18) 

เมื่อ F1(s) คือส่วนที่เหลือของฟังก์ชัน F(s) ที่ไม่มีโพลเมื่อ s = - pเราสามารถหาตัวแปรสัมประสิทธิ์ kn

ดังสมการที่ (5.19) 

psn sFpsk n

−=
+= )()(  (5.19) 

ดังนั้นเราสามารถหาส้มประสิทธิ์ kn ได้ดังนี้ 

 
psn sFnps

ds
dk

−=

+=
−

)()(1  (5.20) 

 
ps

n sFnps
ds

dk
−=

+=
−

)()(
!2
1

2

2

2  (5.21) 

และท่ีล าดับ mth สามารถหาค่าไดด้ังสมการที่ (5.22) 

 
ps

n sFnps
ds

d
m

m

mk
−=

+=
−

)()(
!2
1   (5.22) 

เมื่อ 1,,2,1 −= nm   

และสามารถเขียนเป็นสมการการแปลงลาปลาซของรากซ ้า 

1

1

( 1)!( )

n atk t e

n ns p

− −

−
=

−

 
 
 + 

L   (5.23) 

ในแต่ละเทอมของด้านขวามือของสมการที่สามารถหาได้โดย 
 

)(1
!)1(!2

)(
123

11
tf

n

kk
kktf

ptnptptpt etetee n +++++
−−−−−

−
=    (5.24) 

 

(3) กรณีรากเป็นจ านวนเชิงซ้อน (Complex Poles) 

กรณีรากเป็นจ านวนเชิงซ้อนสามารถแสดงได้ดังสมการที่ (5.25) 

)(1)( 2
11 sF
bass

AsA
sF +

++

+
=   (5.25) 
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เมื่อ )(1 sF  คือส่วนท่ีเหลือของฟังก์ชัน )( sF  

222
)(

222 2  +== ++++++ asaassbass   (5.26) 

และก าหนดให้การหาค่าตัวแปรแสดงดังสมการที่ (5.27) 

1
2
)(121 BasAAsA += ++   (5.27) 

ดังนั้นสมการที่ (5.27) จะกลายเป็นสมการที่ (5.28) 

)(
22)(2 1

1

2

1

)(

)(
)( s

as

B FsF
as

asA
+

++
+=

++

+







 (5.28) 

จากตารางที่ 2 เมื่อท าการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับจะได้ดังสมการที่ (5.29) 

)(sincos)( 11 tfteteAsf tt aa B +
−− +=    (5.29) 

 

ตัวอย่างท่ี 5.26 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับจากสมการต่อไปนี้ 

2

54
2)(

−−

−
=

ss

s
sF  

วิธีท า 

  
)1()2(2
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2 +

+
−−−

−
=

s
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s
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ss
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)1()2(

)2()1(

+−

−++
=

ss

sBsA
 

เมื่อ 

)2()1(54 −++− = sBsAs  

เมื่อ s = 2 

  3 = 3A 

  A = 1 

และ 
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เมื่อ s = -1 

-9 = -3B 

   B = 3 

   1 1

2

1 34 5
2 2 1

s
s s s s

−− −= +
− − − +

L L  

        1 11 3
2 1s s

− −
= +

− +
L L  

ตอบ          2( ) 3t tf t e e−= +  

 

ตัวอย่างท่ี 5.27 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับจากสมการต่อไปนี้ 

4
6

1
53

2)(
+

+
+

−= ssssF  

วิธีท า 

  
3

2

3 )2(

12
)()3(

−=

−= +

+
=+=

s
s ss

s
sFsC  

    
)1()3(

129

−−

+
=  

7=C  

เมื่อแทนค่าสัมประสิทธิ์ A, B และCจะได้ 

 
3
7

2
82

)(
+

+
+

−=
sss

sF  

จากนั้นเมื่อท าการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับในแต่ละเทอมจะได้ค าตอบของ f (t) ดังนี้ 

ตอบ   0,8)(2)( 32
7 

−−
+−= teetutf tt  
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ตัวอย่างท่ี 5.28 จงหาค่า v(t) จากสมการลาปลาซต่อไปนี้ 

2

2

)()( 21
410

)(
++

+
=

sss
sV

s
 

วิธีท า 

จากค่า V(s) เมือ่ท าการแยกเศษส่วนย่อย 

 2)2(1
)( 2 +

+
+

+
+

+= s
D

s
C

s
B

s
A

sV   

เมื่อแยกเศษส่วนย่อยในแต่ละเทอมเพ่ือหาค่าสัมประสิทธิ์ของ A, B, C และ D จะได้ 
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sVsC  
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 
2

2 )()2(
−=

+=
s

sVs
ds
d

D  

2
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2 410

−=












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+
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s
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ds
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2

22

22

)(

)12()410()20()(

−=
+

++−+
=

s
ss

sssss
  

  
4
52

=  

  D =13 

เมื่อแทนค่าสัมประสิทธิ์ของ A, B, C และ D ลงในสมการจะได้ 

2
6

2
13

1
141

2)(
)(

+
+

+
+

+
−= sssssV  

จากนั้นเมื่อท าการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับจะได้ค าตอบของ v (t) ดังนี้ 

ตอบ   0,221314)()( 22
++−=

−−− teeetutv ttt  

 

ตัวอย่างท่ี 5.29 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของสมการต่อไปนี้เพ่ือหาค่า h (t) 

 )25()3(
20
8

)( 2 +++
= ssssH  

วิธีท า ในตัวอย่างนี้พบว่าค่า )(sH  มีรากเป็นจ านวนเชิงซ้อน ดังนี้ 

      02582
=++ ss  

หรือ 34 js +−=  ดังนั้นสามารถเขียนสมการเพื่อหาค่าตัวแปร A, B และ C ดังสมการที่ (A) 

)25(3)25()3(
20

88
)( 22 ++

+
+

++++
== ss

CBs
s
A

ssssH  (A) 
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เราสามารถค่า A โดยใช้วิธีแยกเศษส่วนย่อย 

3
)()2(

−=
+=

s
sHsA  

  
3

2 )258(
20

−=
++

=

s
ss

 

  
10
20

=  

         A =2 

จากนัน้หาค่า B และ C โดยการก าหนดให้ s = 0,1 

เมื่อให้ s = 0 แล้วแทนค่าในสมการที่ (A) 

)25)0(80(
)0(

30)25)0(80()30(
20

22 ++

+
+

++++
==

CBA
 

25375
20 CA

+=  (B) 

หรือ 

  CA 32520 +=  

แทนค่า A = 2 จะได้ค่า C 

  10
3

5020
−=

−
=C  

และเมื่อแทน s = 1 แล้วแทนค่าในสมการที ่(B) 

  )25)1(81(
)1(

31)25)1(81()31(
20

22 ++

+
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==
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254)34()4(
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หรือ 

  CBA 443420 ++=  

แทนค่า A = 2C = -10 จะได้ค่า B 

  2−=B  

ดังนั้นค่าตัวเมื่อแทนค่าตัวแปร A, B และ C ในสมการที่ (B) จะได้ 

)258(
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3
2

)( 2 ++

+
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+
= ss

s
ssH  

9)4(
2)4(2

3
2

2 ++

++
−

+
= s

s
s  

9)4(
3

3
2

9)4(
)4(2

3
2

)( 22 ++
−

++

+
−

+
= ss

s
ssH  

จากนั้นเมื่อท าการแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับ H(s) จะไล้ค าตอบของ h (t) ดังนี้ 

       ตอบ      teteeth ttt 3sin
3
2

3cos22)( 442 −−−
−+=  

 

5.6 การแก้สมการอนุพันธ์โดยการใช้ลาปลาซทรานฟอร์ม 

 ในหัวข้อนี ้จะอธิบายการใช้ลาปลาซทรานฟอร์มในการแก้สมการอนุพันธ์ (Differential 

Equation) โดยมีขั้นตอนดังนี้ 

 ขั้นตอนที่ 1. ท าการแปลงลาปลาซ (Laplace transform) ทั้งสองข้างของสมการ 

 โดยใช้สมการอนุพันธ์ดังสมการที่ (5.30) 

 

   '( ) ( ) (0)

(0)
dy

s
dx

f t s f t f

y y
 
 
 
 
 


= 

=


−

−

L L

L L

    (5.30) 

ขั้นตอนที่ 2 ก าหนดค่าเริ่มต้นในสมการอนุพันธ์เช่น y(0) และ y’(0) 
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ขั้นตอนที่ 3 หาค่า yโดยใช้การแปลงลาปลาซจากตารางที่ 5.2 (ตารางการแปลง5.5 การแก้สมการ 

อนุพันธ์โดยการใช้ลาปลาซทรานฟอร์ม) 

 

ตัวอย่างท่ี 5.30 จงท าการลาปลาซสมการอนุพันธ์อันดับสอง 

0352
2

2

=−+ y
dx
dy

dx
yd

 เมื่อก าหนดให ้ 4,0 == yx  และ 9=
dx
dy

 

วิธีท า 

   
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2
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y

   
   
   
   

  

+ =−L L L L  

เมื่อแปลงลาปลาซแล้วจะได้ 

  ( ) ( )   ( ) ( )    22 0 0 5 0 0 3 0s y sy y s y y y y  − − +  − −  − =  L L L L  

จากโจทย์ 4)0( =y และ 9)0(' =y  

ดังนั้น 
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เมื่อท าการแปลงลาปลาซกลับจะได้ 
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จากนั้นจะได้ A = 12 

เมื่อ 

  Bs 714,3 −=−=  

จากนั้นจะได้  B = -2 
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 ตอบ              
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326 2 x
x
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ตัวอย่างท่ี 5.31 จงท าการลาปลาซสมการอนุพันธ์อันดับสอง 
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dx
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วิธีท า เมื่อท าการแปลงลาปลาซ 
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ตัวอย่างท่ี 5.32 จงท าการลาปลาซสมการอนุพันธ์อันดับสอง 

0
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เมื่อแทนค่าสัมประสิทธิ์ k1, k2  และ k3 จะได้ 

  
1
4/1

1
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จากนั้นท าการแปลงลาปลาซเพ่ือหาค าตอบ 
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ตัวอย่างท่ี 5.33 จงท าการลาปลาชสมการอนุพันธ์อันดับสอง 
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dt
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วิธีท า ท าการแปลงลาปลาซฟังก์ชันจากโจทย์ 
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จากตารางที่ 5.2 
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ดังนั้นจะได ้
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และ 62
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ตัวอย่างท่ี 5.34 จงแก้สมการ teyyy 242'3" =+−  เมื่อ (0) 3y = −  และ 5)0(' =y  
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และเม่ือท าการแปลงลาปลาซกลับจะได้ 
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ตัวอย่างท่ี 5.35 จงแก้สมการ teyyy t sin5'2" −
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ตัวอย่างท่ี 5.36 จงแก้สมการ tyy 2cos9" =−  เมื่อ 1)0( =y และ 1)2/( −=y  
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แบบฝึกหัดบทท่ี 5 

5.1 จงหาลาปลาซทรานส์ฟอร์มของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

(a) te 23 −  

(b) 35 −t  

(c) t6sin10  

5.2 จงหาลาปลาซทรานส์ฟอร์มของรูปคลื่นในรูป 5A 

 

 
รูปที5่A 

5.3 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

(a) 








− )52
1
s

 

(b) 








+16
)8

2s
s

 

(c) 








+ 4
6
2s

 

5.4 จงแปลงลาปลาซทรานฟอร์มกลับของฟังก์ชันต่อไปนี้โดยใช้วิธีการแยกเศษส่วนย่อย 

(a) 








+−

−

84
143

2 ss
s

 

(b) 














−+ )1()3(
1
ss

 

(c) 








+
3)1(

1
2s

 

 



189 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า                             ลาปลาซทรานส์ฟอร์และการแปลงลาปลาซทรานส์ฟอร์กลับ 

5.5 จงแปลงลาปลาซของสมการอนุพันธ์อันดับหนึ่งต่อไปนี้เมื่อ 0,0 == xt 0=y  

(a)  te
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dx

52 =+  

(b)  53 =−
dt
dx

dt
dy

 

5.6 จงแปลงลาปลาซของสมการอนุพันธ์อันดับสอง ต่อไปนี้เมื่อ 4,0 == xt 2=y  
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บทที่ 6 

การประยุกต์ใช้ลาปลาซทรานส์ฟอร์มส าหรับวิเคราะห์

วงจรไฟฟ้า 
 

6.1 บทน า 

ในหน่วยนี้จะเป็นการประยุกต์ทฤษฎีลาปลาซในการหาค่าพารามิเตอร์ที่ส าคัญในวงจรไฟฟ้า 

โดยเริ่มต้นการวิเคราะห์จากวงจรไฟฟ้าอย่างง่าย เช่น วงจรไฟฟ้าอันดับหนึ่ง ซึ่งประกอบด้วยโหลด

แบบตัวต้านทานกับตัวเหนี่ยวน า (RL Circuit) และแบบตัวต้านทานกับตัวเก็บประจุ (RC Circuit) 

6.2 การแปลงลาปลาซกลับของวงจรไฟฟ้าอันดับหนึ่ง 

 6.2.1วงจรอันดับหนึ่งส าหรับโหลด RL 

การหาค่ากระแส i(t) ในวงจรอนุกรม RL จากรูปที่ 6.1 ประกอบด้วยแหล่งจ่ายไฟกระแสตรง 

V สวิตซ์ S และโหลดตัวต้านทาน R ต่อกับตัวเหนี่ยงน า L 

 

 
 

รูปที่ 6.1 วงจรอนุกรม RL 

จากรูปที่ 6.1 สามารถเขียนแรงดันตกคร่อมแต่ละส่วน โดยใช้สมการแรงดันเคอร์ซอฟฟ์ดังสมการที่ 

(6.1) 

( ) ( )R LV v t v t= +  (6.1) 

เพ่ือแรงตันตกคร่อม R แสดงตังสมการที่ (6.2) 

t =0

S
R

L
i(t)

+
V

vR (t)

vL (t)
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( ) ( )Rv t Ri t=       (6.2) 

และสมการแรงดันตกคร่อม L แสดงดังสมการที่ (6.3) 

( )
( )

L

di t
v t L

dt
=       (6.3) 

เมื่อแทนสมการที่ (6.2) และ (6.3) ลงในสมการที่ (6.1) จะได้สมการที่ (6.4) 

( )
( )

L

di t
v t L

dt
=       (6.4) 

เมื่อแทนสมการที่ (6.4) มาแปลงลาปลาซจะได้สมการที่ (6.5) 

( )
( )

( )
di t

V Ri t L
dt

 
= + 

 
L L  (6.5) 

หรือ 

  ( )  
( )

( )
di t

V Ri t L
dt

 
= +  

 
L L L  

   ( ) ( ) ( ) 0issILsRIs
V

−+=  

   ( ) ( )sLsIsRIs
V

+=  

   ( ) ( )sILsRs
V

+=  

   ( )
( )

1V
I s

R Lss
=

+
 

( )
( )

1

/

V
I s

s R L sL
=

+
 (6.6)

  

จากสมการที่ (6.6) เมื่อน ามากระจายเศษส่วนย่อยเพ่ือหาค่าคงที่ A และ B จะได้ 

   
( ) ( )

( )
( )

/1

/ / /

A R L s BsA B

s R L s s R L s s s R L

+ +
= + =

+ + +
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( )
( )
( )

/1

/ /

A R L s Bs

s s R L s s R L

+ +
=

+ +
 (6.7) 

( )1 /As Bs A R L= + +  (6.8) 

( ) ( )1 /A B s A R L= + +  (6.9) 

เมื่อเทียบสัมประสิทธ์ จะได้ 

0=+ BA  

 B = -A เมื่อน าไปแทนในสมการที่ (6.9) จะได้สัมประสิทธิ์A 

( )LRA /1=  

R
L

A = เมื่อเอาไปแทนเพ่ือหาค่า Bจะได้ 

R
L

B =  

เมื่อเทียบสัมประสิทธิ์ A และB แทนในสมการที่ (6.6) จะได้สมการที่ (6.10) 

( )
( )/

V A B
I s

L s R L s

 
= +  + 

 

/ /

/

V L R L R

L s s R L

 
= − 

+ 
 

1 1

/

V L

L R s s R L

 
= − 

+ 
 

1 1

/

V L

L R s s R L

 
= − 

+ 
 

( )
1 1

/

V

R s s R L
I s

 
= − 

+ 
 (6.10)

  

เมื่อน าสมการที่ (6.10) ท าการแปลงลาปลาซผกผัน หรือการแปลงลาปลาซกลับจะได้สมการที่ (6.11) 

และสามารถแสดงผลตอบสนองของ กระแสได้ในรูปที่ 6.2 
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  ( )
1 11 1

/

V
I s

R s s R L

 − −= −     + 
L L  

( ) 1

R

L tV
i t e

R

 
 = −
 
 

 (6.11) 

 

 
 

รปูท่ี 6.2 กระแส i(t) ของวงจรอนุกรม RL 

 

ตัวอย่างที่ 6.1 จากวงในรปูที่ 6.3 จงหาค่ากระ i(t) ของวงจรอนุกรม RL เมื่อมีแรงดันที่แหล่งจ่าย 

v(t)=    

                     50e-100 tเมือ่ i(0) = 0 

 

 

รปูท่ี 6.3 วงจรอนุกรม RL ส าหรับตัวอย่างที่ 6.1 

 

วิธีท า จากกฎแรงดันเคอร์ชอฟฟ์ 

   ( ) ( ) ( )R Lv t v t v t= +    

หรือ 

i (t) =

i (t)

V
R 1 e

R
L

t

e
R
L

t

V
R

0

Steady State

t

10

t =0

S
R

L
i(t)

+
v (t ) = 50e-100t

0.2H
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   ( ) ( )
( )dt t

v t Ri t L
dt

= +  

   ( )
( )10050 10 0.2t dt t

e i t
dt

− = +  

เมื่อท าการลาปลาซจะได้ 

( )
( )1005 10 0.2t

dt t
e i t

dt

−  
  = +  

 
L L  

( )
( )10050 10 0.2t

dt t
e i t

dt

−
 

  = +     
 

L L   

( ) ( ) ( )
50

10 0.2 0
100

I sI s i
s +

= +  −  s  

เมื่อค่าเริ่มต้น (Initial Condition) กระแสที่ไหลผ่านตัวเหนี่ยวน า i (0) = 0 

( )
( )( )

50

100 0.2 10
I s

s s
=

+ +
 

( )( )
50 5

100 0.2 10 5s s


=

+ + 
 

( )
( )( )

50

100 10
I s

s s
=

+ +
 

เมื่อท าการหาเศษส่วนย่อย จะได้ 

   ( )
( ) ( )100 50

A B
I

s s+ +
= +s  

เมื่อหาค่า A 

( ) ( )100
100

A I s
s =−

=  +s  

( ) ( )
( )

250
100

100100 50
A s

ss s =−+ +
=  +  

   
( )

250

50
100

A
s

s =−

=
+
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( )

250

100 50
A =

− +
 

   50−=A  

เมื่อหาค่า B 

( ) ( )
50

50
−=

+=
s

sIB s  

   
( ) ( )

( )
250

50
50100 50

B s
ss s =−+ +

=  +  

   
( )

250

100
50

B
s

s =−

=
+

 

   
( )

250

50 100
B =

− +
 

   5=B  

เมื่อท าการแทนค่า A และ B จะได้ 

   ( )
( ) ( )

5 5

100 50
I s

s s+ +

−
= +  

จากกรณีท าการแปลงลาปลาซกลับ 

   ( )
( ) ( )

1 1 5 5

100 50
I s

s s

− −
 −

= +     + + 
L L  

  

 ( )
( ) ( )

1 1 11 1
5 5

100 50
I s

s s

− − −
   

= − +       + +   
L L L  

 ( )
( ) ( )

1 1 15 5
5 5

50100
I s

ss

− − −
   −

= − +       ++   
L L L  

เมื่อเปิดตารางที่ 5.2 เพ่ือแปลงลาปลาซกลับจะได้ 

               ตอบ                ( ) 50 1005 5t ti t e e A− −= −  



197 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า                         การประยุกตใ์ช้ลาปลาซทรานส์ฟอรส์ าหรับวเิคราะห์วงจรไฟฟ้า 

ตัวอยา่งที่ 6.2 จากวงจรในรูปที่ 6.4 จงหาค่ากระ i(t) ของวงจรอนุกรม RL เมื่อมีแรงดันที่แหล่งจ่าย 

( ) ( )100sin 500v t t = +  เมื่อ 0=  

 

 
 

รปูท่ี 6.4 วงจรอนุกรม RL ส าหรับตัวอย่างที่ 6.2 

 

วิธีท า จากกฎแรงดันเคอร์ชอฟฟ์ 

( ) ( ) ( )tvtvtv LR +=  

หรือ 

( ) ( )
( )

dt
tdt

LtRitv +=  

( ) ( )
( )

dt
tdt

tit 01.05500sin100 +=+  

เมือ่ท าการแปลงลาปลาซ 

( ) ( )
( )

100sin 500 5 0.01
dt t

t i t
dt

 
= +    

 
L L  

หรือ 

( ) ( )
( )

100sin 500 5 0.1
di t

t i t
dt

 
= +        

 
L L L  

  
( )

( ) ( ) ( )22

500
100 5 0.01 0

500
I s sI s i

s

 
= +  −     + 

 

เมื่อค่ากระแสเริ่มต้นi(0) = 0 ดังนั้นเขียนใหม่จะได้ 

5

t =0

S
R

L
i(t)

v (t)

0.01H
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( )
( ) ( ) ssIsI

s
01.05

500
500

100
22

+=
+ 













 

( ) ( )
42

4

1025

105
01.05

++


=+
s

sIs   

 ( ) ( )
42

4

1025

105
01.05

100
100

++


=+
s

sIs  

 ( ) ( )
42

4

1025

105
500

100
1

++


=+
s

sIs  

       ( ) ( )
( )

42

4

1025

100105
500

++


=+
s

sIs  

( )
( )( )

6

2 4

5 10

25 10 500
I s

s s


=

+ + +
 

จากนั้นท าการแยกเศษส่วนย่อยของสมการ I(s) 

( )
( )

( )sD
sN

sI =  

( )
( )
( ) ( )( )

6

2 4

5 10

25 10 500

N s
I s

D s s s


= =

+ + +
 

เมื่อ 

01025 42
=+s  

42 1025=s  

41025−=s  

2105= js  

500js =  
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( )( )2 425 10 500 500s s j s j +  = + −  

( )
( )( )( )

65 10

500 500 500
I s

s j s j s j


=

+ − +
 

( )
( ) ( ) ( )500 500 500

A B C
I s

s j s j s
= + +

+ − +
 

เมื่อ 

  ( )
6105=sN  

  ( ) ( )( )500105 62
++= sssD  

           50010255001025 4243
+++= sss  

 ( )
( )

422243 1025100010001025 33' ++=++== ssss
ds

sdD
sD  

( )

( )
55

102510003

105

'
500

42

6

500

j
sssD

sN
A

jj ss

+−=


=

−=
−=

++
=  

 

( )

( )
55

102510003

105

'
500

42

6

500

j
sssD

sN
B

jj ss

+−=


=

−=
−=

++
=  

 

( )

( )
10

500

42

6

500
102510003

105

'
=


=

−=
−=

++
=

ss sssD
sN

C  

 

เมื่อท าการแปลงลาปลาซกลับ จะได้ 

 

( )
( ) ( ) ( )

1 1 5 5 5 5 10

500 500 500

j j
I s

s j s j s

− −
 − + − −

= + +     + − + 
L L  
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )

1 1 1

1

1 1
5 5 5 5

500 500

1
10

500

I s j j
s j s j

s

− − −

−

   
= − + + − −       + −   

 
+  

+ 

L L L

L

 

 

( ) ( ) ( )500 500 5005 5 5 5 10j t j t ti t j e j e e− − −= − + + − − +  

 

( ) 500 500 500 500 5005 5 5 5 10j t j t j t j t j ti t e j e e j e e− − −= − + − − +  

 

จากสมการตรีโกณมิติ 

  
( )

( )







−

−

+
=

−
=

2

2

cos

sin









jj

j

jj

ee

ee
 

 

  ( )
( ) ( )

t

j
ti

tttt jjjj eeee
50010

2
10

2
10

500500500500

−
+

−
+

+
−=

−−

 

 

  ( ) ( ) ( )
tettti 50010500sin10500cos10 −

++−=  

หรือ 

             ตอบ        ( ) ( )Ateti t 4/500sin414.110 500
−+=

−  

 

 6.2.2 วงจรอันดับหนึ่งส าหรับโหลด RC 

 การหาค่ากระแส i(t) วงจรไฟฟ้าอนุกรม RC แสดงดังรูปที ่ 6.5 มีแหล่งจ่าย V และมีค่า

แรงดันสะสมทีต่ัวเก็บประจุ (Initial voltage condition) 

 



201 
คณิตศาสตร์วิศวกรรมไฟฟ้า                         การประยุกตใ์ช้ลาปลาซทรานส์ฟอรส์ าหรับวเิคราะห์วงจรไฟฟ้า 

 
 

รูปที่ 6.5 อนุกรม RC 

จากกฎแรงดันไฟฟ้าของเคอร์ชอฟฟ์เมื่อแรงดันตกคร่อมโหลดแต่ละตัวรวมกันจะเท่ากับแรงดันที่

แหล่งจ่าย 

( ) ( ) ( )R Cv t v t v t+ =  (6.12) 

เมื่อแรงดันตกคร่อมตัวเก็บประจ ุ

( ) ( )
1

Cv t i t dt
C

=   (6.13) 

เมื่อแทนค่าสมการที่ (6.13) ในสมการที่ (6.12) จะได้ 

( ) ( ) ( )
1

Cv t i t dt v t
C

= =  (6.14) 

( ) ( )Rv t Ri t=  (6.15) 

หรือ 

( ) ( ) ( )
1

Cv t Ri t i t dt
C

= +   (6.16) 

เมื่อท าการลาปลาซ สมการที่ (6.16) 

  ( ) ( ) ( )
1

v t Ri t i t dt
C

 
= +    

 
L L  

  ( ) ( ) ( )
1

v t Ri t i t dt
C

 
= +        

 
L L L  

v(t)

t =0

S
R

C

i(t)
vR (t)

vC (t)
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( )
( ) 

( ) ( )














+

++= s
f

s
sI

CsIRs
sV 01  (6.17) 

 

เมื่อ f(0+ ) คือกระแสเมื่อ ค่า q0 ก่อนทีป่ิดสวิตช์ S ซ่ึงมคี่าดังนี้ 

cCVq =0  

( ) ( ) ( )
+

+





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
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0 dttidtti
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R
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s
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
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 









 +
−=

1
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

















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+
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1
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C
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sVsI  

        ( )




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













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
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



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C
C
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( )


























+

−=

RC
sC

q
sV

R 1
11 0  (6.18) 

 

เมื่อท าการแปลงลาปลาซกลับของสมการที่ (6.18) 
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  ( ) ( )1 1 01 1

1

q
I s V s

R C
s

RC

− −

  
   

= −      
   +

   

L L  

การแปลงลาปลาซกลับโดยใช้ตารางที่ 5.2 จะได้ค าตอบ และแสดงผลตอบสนองของกระแส i(t) ได้ดัง

รูปที่ 6.6 

 

 
 

รูปที่ 6.6 

 

ตัวอย่างท่ี 6.3 จากรูปที ่6.7 เป็นวงจรอนุกรม RC และสวิตช์ปิดที่เวลา t = 0 จงค านวณหาค่ากระแส 

i(t) เมื่อแหล่งจ่ายแรงดัน v(t) = 100 V เมื่อตัวเก็บประจุมีค่าเริ่มต้น q0 = 2500 µC 

 
 

รูปที่ 6.7 ส าหรับตัวอย่างที่ 6.3 

 

วิธีท า จากกฎแรงดันของเคอร์ชอฟฟ์ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

R Cv t v t v t Ri t i t dt
C

= + =   

เมื่อแทนค่าจะได้ 

R
V - (q 1C) -t/RCeR

V - (q 1C)

i(t)

t

10
v(t)

t =0

S
R

C

i(t)
50 F
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( ) ( )


+= dttiti
61050

1
10100  

จากสมการที่เมื่อแปลงลาปลาซ 

  ( ) ( )6

1
100 10

50 10
i t i t dt

−
 = +     L L L  
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


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
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− s
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61050
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เมื่อประจ ุq0 มีข้ัวตรงข้ามกับข้ัวของตัวเก็บประจดุังนั้น q0 = 2500 µC 
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( )
4102

15
+

=
s

sI  

เมื่อท าการแปลงลาปลาซกลับ 

 ( )1 1

3

15

2 10
I s

s

− −  
=     +  

L L  

         ตอบ          ( ) A10215 3 teti −=  

 

6.3 การประยุกต์ใช้ลาปลาซทรานส์ฟอร์มส าหรับวงจรไฟฟ้าวงจรอันดับสอง 

ในหัวข้อนี้จะเป็นการค านวณหาค่ากระแสในวงจรอันดับสอง ที่ประกอบด้วยภาระทางไฟฟ้า

ได้แก่ ตัวต้านทาน (Resister) ตัวเหนี่ยวน า (Inductor) และตัวเก็บประจุ (Capacitor) ที่ต่อแบบ

อนุกรมดังรปูที ่6.8 

 

 
 

รูปที่ 6.8 วงจรอนุกรม RLC 

 

จากวงจรในรูปที่ 6.8 เมื่อปิดสวิตช์ และเข้าสู่สภาวะคงตัว สามารถเขียนสมการแรงดันตกคร่อม

พารามิเตอร์ ได้โดยใช้กฎแรงดันเคอร์ชอฟฟ์ดังสมการที่ (6.19) และ (6.20) 

( ) ( ) ( )R L C DCv t v t v t V+ + =  (6.19) 

( )
( )

( )
1

DC

di t
Ri t L i t dt V

dt C
+ + =  (6.20) 

เมื่อท าการแปลงลาปลาซสมการ (6.21) จะได้ 

( )
( )

( )  
1

DC

di t
R i t L dt V

dt C

 
+ + =       

 
L L L Li t  (6.21) 
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ตัวอย่างท่ี 6.4 จากวงจรอนุกรม RLC ในรูปที่ 6.9 จงค านวณหาค่ากระแสไฟฟ้าที่ไหลในวงจร 

 

 
 

รูปที่ 6.9 วงจรไฟฟ้าอนุกรม RLC ส าหรับตัวอย่าง 6.4 

 

วิธีท า จากกฎแรงดันเคอร์ชอฟฟ์ เมื่อแรงดันตกคร่อมในวงจร คือ 

( ) ( ) ( )R L C DCv t v t v t V+ + =  

( )
( )

( )
1

DC

di t
Ri t L i t dt V

dt C
+ + =  

เมื่อท าการแปลงลาปลาซ จะได้ 

 ( )
( )

( )  
1

DC

di t
R i t L dt V

dt C

 
  + +   =    

 
L L L Li t  

เมื่อแทนค่า 

( ) ( )
( )

( )  
1

2 1 50
0.5

di t
i t dt

dt

 
  + +   =    

 
L L L Li t  

( ) ( ) ( )
( ) 01 50

2 0
0.5

I s q
I s sI s i

s s s

+  
 + − + + =  

 
 

เมื่อกระแสเริ่มต้นของขดลวด i(0) = 0 และค่าประจุเริ่มต้นของตัวเก็บประจุ q0 =0 ดังนั้นสามารถ

เขียนใหมไ่ด ้

( ) ( )
( )1 50

2
0.5

I s
I s sI s

s s

 
+   + =  

 
 

 

2
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( )
1 50

2
0.5

s I s
s

 
+ + = 

 
 

 

( )
20.5 1 50

0.5

s s
I s

s s

 + +
= 

 
 

 

( ) 2

50 0.5

0.5 1

s
I s

s s s
=

+ +
 

 

2

50

2 1s s
=

+ +
 

 

( )( )
50

1 1s j s j
=

+ + + −
 

 

( )
( )( )

50

1 1
I s

s j s j
=

+ + + −
 

 

( )( ) ( ) ( )
50

1 1 1 1

A B

s j s j s j s j
= +

+ + + − + + + −
 

 

จากนั้นหาค่าสัมประสิทธิ์ A และ B 

 

( ) ( )50 1 1A s j B s j= + − + + +  

   ( ) ( )50 A jA B jB A B s= − + + + +  

0=+ BA  

   AB −=  

   jBBjAA ++−=50  

   Aj250 −=  
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   25
2
50

j
j

A =
−

=  

ดังนั้น 

   25jB −=  

และเม่ือแทนสัมประสิทธิ์ A และ B จะได้ 

 

( )
( ) ( )

25 25

1 1

j j
I s

s j s j

−
= +

+ + + −
 

 

จากนั้นท าการแปลงลาปลาซกลับเพ่ือหาค่ากระแสในรปูของเวลา 

 

( )
( ) ( )

1 1 25 25

1 1

j j- -I s
s j s j

 −
  = +   + + + − 

L L  

 
 

( ) ( )
1 11 1

25 25
1 1

- -j j
s j s j

   
= −   

+ −   
L L  

 

( ) ( )25
jt jtt ti t j e e e e

−− −= −  

 

( ) ( )25
jt jt ti t j e e e

− −= − −  

 

( ) ( )
1

25 2
2

jt jt ti t j j e e e
j

− −= −   −  

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

50 sin , 1ti t j t e j−= − = −  

 

      ตอบ                ( ) 50 sinti t e t−= −  
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ตัวอย่าง 6.5 จากวงจรในรูปที่ 6.10 จงหาค่าแรงดัน v0(t) เมื่อก าหนดให้ 

( ) ( ) ( ) ( )20 4V, 0 1 , , 4 , 3L Sv i A i t t u t R L H+ = + = = =  = และ 1
C

24
F=  

 

 
 

รูปที่ 6.10 วงจรขนาน RLC 

วิธีท า จากสมการอยู่ในรูปของโดเมนเวลา 

( )
1

S

t
v dv

vdt C i t
R L dt

−

+ + =  

21 1

4 3 24

t
v dv

vdt i
dt

−

+ + =  ส าหรับ 0t   (A) 

เมื่อท าการแปลงลาปลาซ ของสมการ (A) จะได้สมการ (B) 

( ) ( )
( ) ( )

0

3

1 1 1 2
0

4 3 3 24

vdt
V s V s

sV s v
s s s

−

−+ + +  − −  = 


 (B) 

เมื่อแทนค่าเริ่มต้น 

( )
0

1
0

3
Lvdt i

−

−

= −  

( ) 3

1 1 2 1 1

4 3 24 6

s
V s

s s s

 
+ + = − + 

 
 

( )
( )3

2

24 2 / 1/ 1/ 6

6 8

s s s
V s

s s

− +
=

+ +
 (C) 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
248 / 4 24

2 4 2 4

s s
V s V s V s

zs zts s s s

−
= + = +

+ + + +
 (D) 

4 v(t)

i (t)
i (t) = t  u(t)
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เมื่อ ( ) ( )sVsV
ztzs

และ เป็นพจน์ลาปลาซของผลตอบสนองซีโรสเตต (Zero-state response) 

และผลตอบสนองซีโรอินพุต (Zero-input response) 

( ) 1 2 2 4

2 2 4

k k k k
V s

zs s s ss
= + + +

+ +
 

  
( )( )

0

2 2

3 4

1 2

48

2 4 2 4
s

k S k S
k k S

s s s s
=

= + + +
+ + + +

 

ดังนั้น จะได้ 

1 6k =  

และเมื่อท าการอนุพันธ์ d / ds และแทน s = 0 

( ) ( )

( )
0

2

2 22

6 6 48 2 6

6 6
s

s s s s
k

s s s
=

+ + − +
=

+ +

 

ดังนั้น จะได้ 

2

9

2
k =  

( )
2

2 3

48

4
s

k
s s

=

=
+

 

3 6k =  

และ 

( )
4

2 4

48

4
s

k
s s

=

=
+

 

ดังนั้น จะได้ 

4

3

2
k = −  

ดังนั้น 
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( ) ( )2 49 3
6 6

2 2
zs

t tv t t e e u t− − 
= − + − 
 

 

 

ส าหรับ ( )ziV s  

 

( )( )
1 24 24

2 4 2 4

k ks

s s s s

−
= +

+ + + +
 

 

เมื่อ 

2
1

4 24

4
s

s
k

s
= −

−
=

+
 

 

1 16k = −  

และ 

4
2

4 24

2
s

s
k

s
= −

−
=

+
 

 

2 20k =  

ดังนั้น 

( ) ( ) ( )2 416 20zi

t tv t e e u t− −= − +  

 

ดังนั้นสามารถเขียนค าตอบแบบสมบูรณ์ (Complete response) คือ 

 

( ) ( ) ( )zizsv t v t v t= +  

 

   ตอบ            ( ) ( )2 49 37
6 10

2 2

t tv t t e e u t− 
= − − + 
 
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ตัวอย่างท่ี 6.6 จากวงจรในรูปที่ 6.11 จงหาค่าแรงดัน v0(t) 

 

 
 

รูปที่ 6.11 

วิธีท า ขั้นแรกท าการแปลงลาปลาซ ตัวแปร 

( )
1

u t
s

=  

ssLHL ===1  

ssC
FC

31
3
1

===  

จากนั้นตั้งสมการ กระแสโดยใช้หลักการเมช (Mesh current method) 

ส าหรับสมการเมชที่ 1 

1 2

1 3 3
1 I I

s s s
−

 
= + 
 

 (A) 

ส าหรับสมการเมชที่ 2 

1 2

3 3
0 5I s I

s s
− +

 
= + + 

 
 

หรือ 

( )2
1 2

1
5 3

3
I s I= + +  (B) 

และเมื่อน าไปแทนในสมการ (A) 

51

+
+

u(t) v (t)o1HF1
3
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  ( )2
2

1 3 1 3
1 5 3 2

3
s I I

s s s

 
= + + + − 
 

 

และเมื่อคูณด้วย 3s  จะได้ 

  ( )3 2
23 8 18s s s I= + +  

  
2 3 2

3

8 18
I

s s s
=

+ +
 

จากสมการแรงดัน 

( )0 2V s sI=  

3 2

3

8 18
s

s s s

 
=  

+ + 
 

2

3

8 18s s
=

+ +
 

หรือ 

( ) ( )2 2

3 2

2 4 2s
=

+ +
 

และเมื่อแปลงลาปลาซกลับจะได้ 

ตอบ              ( ) 4
0

3
sin 2 V

2

tv t e t−=  
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แบนฝึกหัดบทที่ 6 

6.1 จากวงจรรูปที่ 6A จงหาค่าแรงดันตกคร่อมตัวเก็บประจุ v0(t) โดยใช้วิธีการแปลงลาปลาซทราน

ฟอร์ม 

 

รูปที่ 6A 

6.2 จากวงจรรูปที่ 6B จงหาค่าแรงดันตกคร่อมตัวเก็บประจุ v0(t) โดยใช้วิธีการแปลงลาปลาซทราน

ฟอร์ม 

 

รูปที่ 6B 

6.3 จงค านวณหาค่า i(t) จากวงจรในรูปที่ 6C โดยวิธีการแปลงลาปลาซทรานฟอร์ม 

 

 

รูปที่ 6C 

 

 

 

1

2 v (t)o

1 v (t)

t0

v (t) v (t)

2
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6.4 จากรปูที่ 6D จงหาค่ากระแส ( ) ( ) ( )tuetiti t
s

2เม่ือ0
−

=  

 

 

 

รูปที่ 6D 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2i (t)
i (t)
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ดัชน ี

A 
Amplitude, 109 
 

P 
Polar Form, 1, 12 
Periodic Function, 69, 100 
R 
Rectangular Form, 1 
Real Part, 1 
Resultant, 41 
Repeated poles, 167 
RC Circuit 
Resister, 205 
Ralf-Rang 
S 
Scalar, 32 
Signum Function, 128 
Sampling, 141 
T 
Transform Pair, 109 
Time Integration, 121 
 

 

C 
Complex Number, 1 
Conjugate, 13 
Complex Poles, 168 
Capacitor, 205 
 

 

D 
Denominator, 13 
Denominator Polynomial, 166 
Differential Equation, 174 
F 
Fourier Series, 69 
I 
Imaginary Part, 1 
Inverse Fourier Transform, 109 
Initial Voltage Condition, 200 
Inductor, 205 
N 
Numerator, 13 
L 
Laplace Transform, 154, 174 
 

 
 
 

U 
Unit Step Function, 125 
V 
Vector, 32 
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